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Некоторые математические знаки и обозначения 
, , ,a b c K   – прямые, длины сторон 
, , ,A B C K   – точки, углы 
, ,AB BC K  – прямые, лучи, отрезки 
, , ,a b g K  – плоскости, величины углов 
Ð   – угол, величина угла ( AÐ , BACÐ ) 
( )abÐ  – угол между прямыми a  и b  или лучами a  и b  
   – треугольник 
È   – дуга окружности ( ABÈ  – угловая величина дуги AB ) 
  – параллельно (a b  – прямая a  параллельна прямой b ) 
^   – перпендикулярно ( a b^  – прямая a  перпендикулярна прямой b ) 
  – подобие ( ABC CDF  – треугольник ABC  подобен треугольнику 
CDF ) 
Î  – принадлежит ( A aÎ  – точка A  принадлежит прямой a ) 
Ï  – не принадлежит ( A aÏ  – точка A  не принадлежит плоскости a ) 
Þ  – знак логического следования, "следовательно" 
I   – пересечение (a b M=I  – прямая a  пересекает прямую b  в точке M ) 
■ или Ч.т.д. – что и требовалось доказать 
ГМТ – геометрическое место точек 
, ,a b ch h h  – высоты треугольника, проведенные соответственно к сторонам 
, ,a b c  
, ,a b cm m m  – медианы треугольника, проведенные соответственно к сторо-
нам , ,a b c  
P   – периметр многоугольника 
p   – полупериметр многоугольника 
S   – площадь многоугольника 
R   – радиус описанной окружности 
r   – радиус вписанной окружности 
d   – диагональ многоугольника 
C   – длина окружности 
V   – объем тела 
H   – высота тела 
,a AB
r uuur
 или ,a AB  – векторы 
a
r
  – длина (модуль) вектора 
a b×
r r
 – скалярное произведение векторов 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 
Настоящее учебное пособие предназначено для иностран-
ных студентов, которые изучают русский язык на подготовитель-
ных факультетах, и является логическим продолжением учебного 
пособия "Математика", где были рассмотрены разделы математи-
ки по алгебре, тригонометрии и началам анализа.  
Учебное пособие состоит из 5 разделов, в которых рассмат-
риваются основные понятия планиметрии, стереометрии, анали-
тической геометрии, а также элементы комбинаторики и ком-
плексные числа. 
Материал учебного пособия изложен в соответствии с учеб-
ными программами по математике для подготовительных фа-
культетов для иностранных граждан. В учебном пособии особое 
внимание уделяется базовым понятиям теории и основным мето-
дам решения задач. 
Учебный материал каждого раздела пособия излагается в 
следующей последовательности: лексика раздела, теоретические 
сведения, примеры решения задач, контрольные вопросы по теме 
и задания для самостоятельной работы. 
Доступно изложенные основные понятия теории и примеры 
с решениями дают возможность самостоятельно ликвидировать 
пробелы в знаниях, получить необходимую информацию по всем 
представленным разделам математики, а также приобрести необ-
ходимые практические навыки в решении задач. Качество усвое-
ния материала авторы рекомендуют проверять путем выполнения 
заданий для самостоятельной работы, ответы к которым приведе-
ны в конце учебного пособия. 
Предлагаемое учебное пособие может быть полезным слу-
шателям подготовительных курсов вузов, ученикам средних 
школ, гимназий, лицеев, техникумов, профессионально-
технических училищ, абитуриентам.  
Авторы 
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ВВЕДЕНИЕ В ГЕОМЕТРИЮ 
Геометрия – это наука о свойствах геометрических фигур. 
Основными разделами геометрии являются планиметрия и 
стереометрия (рис. 1) 
 
Рисунок 1 
Основными понятиями геометрии являются точка, прямая 
линия и плоскость. Эти понятия считают первичными, неопре-
деляемыми понятиями геометрии. 
Используя эти три основные понятия, можно давать опреде-
ления геометрическим фигурам и формулировать аксиомы.  
Геометрическая фигура – это любое множество точек, 
прямых и плоскостей. Точка, прямая и плоскость также являются 
геометрическими фигурами. 
Часть геометрической фигуры также является геометриче-
ской фигурой. Объединение нескольких геометрических фигур – 
это тоже геометрическая фигура. 
Аксиома – это утверждение, которое принимается без дока-
зательства. 
Геометрия 
 
Планиметрия –  
это раздел геометрии,  
в котором изучаются 
геометрические фигуры 
на плоскости 
Стереометрия –  
это раздел геометрии,  
в котором изучаются 
геометрические фигуры 
и тела в пространстве 
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Например, утверждение: "Через любые две точки можно 
провести прямую, и только одну", – это аксиома.  
Теорема – это утверждение, которое нужно доказывать, ис-
пользуя аксиомы и уже доказанные ранее свойства. 
Формулировка теоремы обычно состоит из двух частей: ус-
ловия теоремы (то, что дано), и заключения теоремы (то, что 
нужно доказать). 
Планиметрия 
 7 
 
ПЛАНИМЕТРИЯ 
 
Лексика раздела 
n-угольник n-gon n边形 
аксиома axiom 公理 
биссектриса bisector 平分线 
вершина угла vertex of angle 角的顶点 
выпуклый convex 凸的 
высота altitude 高线 
геометрическое место точек locus 轨迹 
геометрия geometry 几何 
гипотенуза hypotenuse 弦 
диагональ diagonal 对角线 
диаметр diameter 直径 
длина length 长度 
длина окружности length of circumference 圆周 
доказательство proof 论证的方法体系 
доказательство от противного proof by contradiction 反面证据 
достаточность adequacy 充分性 
дуга окружности arc of circle 圆弧 
касательная tangent 切线 
катет leg (of a triangle), cathetus 直角边 
прилежащий катет adjacent leg 相邻的直角边 
противолежащий катет opposite leg 相对的直角边 
квадрат square 正方形 
косинус угла cosine of angle 余弦 
круг circle 圆 
круговой сегмент circular segment 弓形，弦 
круговой сектор circular sector 扇形 
ломаная (линия) broken (line) 虚线 
луч ray 射线 
медиана median 中位数 
Раздел I 
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многоугольник polygon 多边角线 
наклонная inclined line 斜线 
необходимость necessity 必要性 
окружность circumference 周长 
вписанная окружность inscribed circle 四方形的内切圆 
описанная окружность circumscribed circle 四方形的外切愿 
определение definition 定义 
основание base, basis, reason 底边 
основание наклонной base of inclined line 倾斜底 
основание перпендикуляра base of perpendicular 垂直线底边 
основание треугольника base of triangle 底 (三角形) 边 
основания трапеции base of trapezoid 梯形的底边 
отсекать split 切断，隔断 
отрезок segment 弓形; 线段 
параллелограмм parallelogram 平行四边形 
пересечение intersection 交点 
периметр perimeter 周长 
перпендикуляр perpendicular 垂直的 
серединный перпендикуляр middle perpendicular 垂直平分 
планиметрия planimetry (plane ge-
ometry) 
平面几何 
плоскость plane 平面 
площадь area 面积 
площадь круга area of circle 圆的面积 
подобие similarity 相似 
прилежащий adjacent 相邻 
принадлежать belong 属于 
проекция projection 投影，投射 
проекция наклонной projection of inclined 
line 
斜线投影图 
противолежащий opposite 对置的, 对面的 
прямая straight line 直线 
прямоугольник rectangle 矩形,  长方形 
равновеликие мн.ч. equidimentional 大小相等的 
радиус radius 半径 
расстояние distance 距离 
ромб rhomb(us) 菱形 
Планиметрия 
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свойство property 性质 
секущая secant 割线 
синус угла sine of angle 正弦 
соответственно равны correspondingly equal 根据相等的 
соответствующие элементы corresponding elements 适当的部分 
средняя линия medial line 中线 
стереометрия stereometry (solid ge-
ometry) 
立体几何 
сторона угла side of angle 角的边 
тангенс угла tangent of angle 正且，切线 
теорема theorem 定理 
доказать теорему prove a theorem 证明 
обратная теорема converse theorem 相反 
точка point 点 
точка касания  point of contact 切点 
точка пересечения cross point 直线交点 
трапеция trapezium 梯形 
равнобокая трапеция isosceles trapezium 等腰梯形 
прямоугольная трапеция rectangular trapezium 直角梯形 
треугольник triangle 三角形 
прямоугольный треугольник right-angled triangle 直角三角形 
равносторонний треугольник equilateral triangle 等边三角形 
равнобедренный треугольник isosceles triangle 等腰三角形 
тупоугольный треугольник obtuse triangle 钝角三角形 
остроугольный треугольник acute triangle 锐角三角形 
угол angle 角 
внешний угол external angle 外角 
внутренний угол interior angle 内角 
вписанный угол inscribed angle 圆周角 
острый угол acute angle 锐角 
прямой угол right angle 直角 
развернутый угол flat angle 平角 
тупой угол obtuse angle 钝角 
центральный угол central angle 圆心角 
вертикальные углы vertical angles 对顶角 
внутренние односторонние 
углы 
interior one-sided angles 平行线内侧角 
Раздел I 
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внутренние накрест лежащие 
углы 
interior cross-lying an-
gles  
平行线内对角 
дополнительные углы complementary angles 补角 
смежные углы adjacent angles 邻角 
утверждение assertion 命题 
фигура figure 数字 
хорда chord 弦 
хорда дуги span 跨度 
центр centre 中心 
центр круга center of circle 圆心 
центр окружности center of circumference 圆面积心 
четырехугольник quadrangle 四边形 
           
1. НАЧАЛА ПЛАНИМЕТРИИ 
1.1. Точка, прямая 
Основными геометрическими фигурами на плоскости явля-
ются точка и прямая. Это неопределяемые понятия в геометрии. 
Точки обозначают прописными (большими) латинскими бу-
квами: ,A  ,B  ,C  DK Прямые обозначают строчными (малень-
кими) латинским буквами: ,a  ,b  cK или двумя точкам, лежащим 
на этой прямой: ,AB  MKK  
На рисунке 1.1 изображены прямые a  и 
,b  и точки ,A  ,B  M  и .K  Говорят, что точки 
M  и K  лежат на прямой b  или что точки 
M  и K  принадлежат прямой ;b  точки A  и 
B  лежат на прямой a  или точки A  и B  при- 
 
Рисунок 1.1 
надлежат прямой .a  Пишут: ,M bÎ  ,K bÎ  ,A aÎ  .B aÎ  
Говорят, что прямая проходит через точки. Так, прямая a  
проходит через точки A  и ,B  а прямая b  проходит через точки 
,M  K  и A  (рис. 1.1). 
a
A  
b
B  M
K  
Планиметрия 
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Прямые, которые имеют одну общую точку, называются пе-
ресекающимися прямыми. Эта точка называется точкой пере-
сечения прямых. 
Например, на рис. 1.1 точка A  – точка пересечения прямых 
a  и b . 
Приведем несколько важных аксиом и теорем планиметрии, 
которые описывают основные свойства принадлежности точек 
прямым. 
Аксиома 1. Для любой прямой существуют точки, принадлежа-
щие этой прямой, и точки, не принадлежащие ей. 
Аксиома 2. Через любые две точки можно провести прямую, и 
только одну. 
Теорема. Две различные прямые либо не пересекаются, либо пе-
ресекаются только в одной точке. 
Аксиома 3 (Основное свойство расположения точек на прямой). 
Из трех точек на прямой одна и только одна лежит между дву-
мя другими. 
1.2. Отрезок. Луч 
Отрезок – это множество точек прямой, которые лежат ме-
жду двумя данными ее точками. Эти точки называются концами 
отрезка.  
На рисунке 1.2 показан отрезок ,AB  
точки A  и B  – концы отрезка.  
Длина отрезка AB  – это расстояние 
между точками A  и .B  
 
Рисунок 1.2 
Аксиома 4 (Основное свойство измерения отрезков). Каждый 
отрезок имеет определенную длину, большую нуля. Длина от-
резка равна сумме длин частей, на которые он разбивается лю-
бой его точкой. 
a
A  B  
Раздел I 
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Аксиома 5 (Основное свойство расположения точек на плоскости). 
Прямая разбивает плоскость на две полуплоскости. 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Если концы отрезка принадлежат одной полуплоскости, то 
отрезок не пересекает прямую. Если концы отрезка принадле-
жат разным полуплоскостям, то отрезок пересекает прямую. 
 
На рисунке 1.3 прямая a  разбивает 
плоскость на две полуплоскости a  и .b  
Точки A  и B  лежат в одной полуплоско-
сти ( );A Ba aÎ Î , поэтому отрезок AB  
не пересекается с прямой a . Точки C  и D  
 
Рисунок 1.3 
лежат в разных полуплоскостях ( );C Da bÎ Î , поэтому отрезок 
CD  пересекается с прямой a  ( ).CD aI  
Полупрямая или луч – это множество точек прямой, кото-
рые лежат по одну сторону от данной точки. Эта точка называет-
ся началом луча.  
На рисунке 1.4 показан луч OA , точка O  – начало луча. 
 
Рисунок 1.4 
 
Рисунок 1.5 
Различные лучи одной и той же прямой с общей начальной 
точкой называются дополнительными. 
На рисунке 1.5 лучи OA  и OB  – дополнительные лучи. 
a  
A  O  B
a  
A  O  
b  D  
a  
a
A  
B  C  
Планиметрия 
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1.3. Угол, измерение углов. Биссектриса угла 
1.3.1. Виды углов 
Угол – это фигура, которая состоит 
из точки – вершины угла и двух различ-
ных лучей, выходящих из этой точки. Эти 
лучи называют сторонами угла (рис. 1.6). 
 
Рисунок 1.6 
Аксиома 6 (Основное свойство измерения углов). Каждый угол 
имеет определенную градусную меру, большую нуля. Градусная 
мера угла равна сумме градусных мер углов, на которые он 
разбивается любым лучом, проходящим между его сторонами. 
Например, если луч OC  (рис. 1.7) прохо-
дит между сторонами угла ,AOB  то угол ,AOB   
равен сумме углов AOC  и :COB   
AOB AOC COBÐ = Ð + Ð . 
 
Рисунок 1.7 
Биссектриса угла – это луч, который выходит из вершины 
угла и делит угол пополам.  
Таблица 1.1 – Виды углов 
Развернутый угол – это угол, сто-
роны которого являются дополни-
тельными лучами. 
Развернутый угол равен 180° . 
 
 180ABCÐ = °  
Прямой угол – это угол, равный 90 .°  
  90ABCÐ = °  
Острый угол – это угол, больший, 
чем 0 ,°  но меньший чем 90 .°  
 0 90ABC° < Ð < °  
Тупой угол – это угол, больший, чем 
90 ,°  но меньший, чем 180 .°   90 180ABC° < Ð < °  
A  B  C  
A  
B  C  
Ńňî đî í ŕ  
Ńňî đî í ŕ  
Âĺ đř čí ŕ  
A  
B
C  O  
A
B  C  
A  
B  C  
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1.3.2. Смежные и вертикальные углы 
Таблица 1.2 – Смежные и вертикальные углы 
Смежные углы – это два угла, у ко-
торых одна сторона общая, а две 
другие стороны являются дополни-
тельным лучами. 
Сумма смежных углов равна 180o . 
 
ABCÐ  и CBDÐ  – смежные 
углы 180ABC CBDÞ Ð + Ð = o . 
Вертикальные углы – это два угла, 
у которых стороны одного угла яв-
ляются дополнительными лучами 
сторон другого. 
 
Вертикальные углы равны между 
собой. 
 
AOBÐ  и CODÐ  – вертикаль-
ные углы AOB CODÞ Ð = Ð . 
AOCÐ  и BODÐ  – вертикаль-
ные углы AOC BODÞ Ð = Ð . 
При пересечении двух прямых образуются пары углов. 
Например, на рисунке 1.8  
}1 č  3 ýňî  âĺ đňčęŕëüí ű ĺ  óăëű ;2 č  4Ð Ð -Ð Ð   
1 č  2
1 č  4 ýňî  ńě ĺ ć í ű ĺ  óăëű .3 č  4
3 č  2
Ð Ð ü
ïÐ Ð -ýÐ Ð ï
Ð Ð þ
 
 
Рисунок 1.8 
Пример 1.1. Один из углов, образованных при пересечении двух прямых, в 
4 раза больше другого. Найдите эти углы. 
Решение. Обозначим искомые углы a  и b . По условию ,a b¹  значит ис-
комые углы являются смежными и тогда 180 .a b+ = o  Так как 4 ,a b=  
получим: 4 180 36 .b b b+ = Þ =o o  Следовательно, 144 .a = o  
Ответ. 144 ; 36 .a b= =o o  
a  
b  
1 2
4  3  
A  
O  
D  
C  
B  
A  B  D  
C  
Планиметрия 
 15 
Пример 1.2. Найдите углы, которые получаются при пересечении двух пря-
мых, если сумма трех из этих углов равна 270 .o  
Решение. Рассмотрим прямые AC  и ,BD  которые пе-
ресекаются в точке O  (рис. 1.9). Пусть 
AOB DOC bÐ = Ð = , а DOA BOC aÐ = Ð =  (т.к. это 
пары вертикальных углов). Тогда, по условию, 
270AOB BOC DOCÐ + Ð + Ð = o , значит 2 270 ,b a+ = o  
а 180 ,a b+ = o  т.к. AOBÐ  и BOCÐ  – смежные.  
 
Рисунок 1.9 
Получим систему уравнений: 2 270 90 .
180
b a a b
a b
ì + = Þ = =í + =î
o
o
o  
Ответ. Все рассматриваемые углы прямые. 
Пример 1.3. Найдите угол между биссектрисами смежных углов. 
Решение. Пусть AOBÐ  и BOCÐ  – смежные углы, 
значит 180AOB BOCÐ + Ð = o ; OM  – биссектриса 
;AOBÐ  ON  – биссектриса BOCÐ  (рис. 1.10).  
Искомый угол .MON MOB BONÐ = Ð + Ð  Так как 
OM  – биссектриса ,AOBÐ  а ON  – биссектриса 
,BOCÐ  то 1 ,
2
MOB AOBÐ = Ð  1 .
2
BON BOCÐ = Ð   
 
Рисунок 1.10 
Следовательно, ( )1 90 ,2MOB BON AOB BOCÐ + Ð = Ð + Ð =
o  90 .MONÐ = o  
Ответ. 90 .MONÐ = o  
1.3.3. Углы, полученные при пересечении двух прямых 
третьей прямой 
Если две прямые (a  и b ) пересекает тре-
тья прямая – секущая (c ) (рис. 1.11), то: 
1Ð  и 5Ð ; 4Ð  и 8Ð ; 2Ð  и 6Ð ; 3Ð  и 7Ð  
называются соответственными; 
2Ð  и 5Ð ; 3Ð  и 8Ð  называются внутренними 
односторонними; 
2Ð  и 8Ð ; 3Ð  и 5Ð  называются внутренними 
разносторонними (накрестлежащими). 
 
Рисунок 1.11 
O  A  
B  
C  
M  
N  
A  
O  D  
C  
B  a  
a  b  
b  
a  
c  
1 
2  
4  
3  
5  
6  7  
8  b  
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1.4. Параллельные прямые 
Две прямые на плоскости называются па-
раллельными, если они не пересекаются.  
Пишут: a b  (рис. 1.12). 
 
Рисунок 1.12 
Аксиома 7 (Основное свойство параллельности прямых). Через 
точку, не лежащую на данной прямой, можно провести на 
плоскости только одну прямую, параллельную данной. 
Теорема. Две прямые, параллельные третьей, параллельны друг 
другу. 
Таблица 1.3 – Признаки параллельности прямых 
Прямые параллельны ( )a b  
1) если внутренние разносторонние 
углы равны:  
5 3Ð = Ð ; 
 
2) если соответственные углы равны:  
1 5Ð = Ð ; 
 
3) если сумма внутренних односто-
ронних углов равна 180o : 
2 5 180Ð + Ð = o .  
 
 
Пример 1.4. На рисунке 1.13 70 ,ABCÐ = °  110 ,BCDÐ = °  
130 .DABÐ = °  Найдите градусную меру угла x . 
Решение. Углы ABCÐ  и BCDÐ  – внутренние односторон-
ние углы при прямых AB и CD  и секущей .BC  Их сумма 
равна 180 ,°  значит прямые AB  и CD  параллельны. 
Углы BADÐ  и ADCÐ  – внутренние односторонние уг-
лы при параллельных прямых AB  и CD  и секущей ,AD  
значит их сумма тоже равна 180 .°  Тогда   
 
Рисунок 1.13 
b  
a
 
a
 
c
 
2  
5b  
a
 
c
 
5b  
1 
a
 
c
 
3  
5b  
70°  
A  
D  
B  C  
130°  
110°  
x  
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180 ,ADC BADÐ = ° - Ð  или 180 130 50 .ADCÐ = ° - ° = °  
Углы ADCÐ  и x  – вертикальные, значит 50 .x = °  
Ответ. 50 .x = °  
1.5. Перпендикулярные прямые. Перпендикуляр и на-
клонная. Серединный перпендикуляр 
Две прямые называются перпендикулярными, 
если они пересекаются под прямым углом.  
Пишут: a b^  (рис. 1.14).  Рисунок 1.14 
Теорема. Через каждую точку прямой можно провести пер-
пендикулярную ей прямую, и только одну. 
Перпендикуляром к данной прямой называется отрезок 
прямой, перпендикулярной данной. Точка пересечения прямых 
называется основанием перпендикуляра. 
На рис. 1.15 отрезок ;AB a^  AB  – перпен-
дикуляр, точка B  – основание перпендикуляра. 
Теорема. Из любой точки, не лежащей на 
данной прямой, можно опустить на эту прямую 
только один перпендикуляр. 
   
Рисунок 1.15 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Расстоянием от точки до прямой называется длина пер-
пендикуляра, опущенного из данной точки на прямую. 
Расстоянием между параллельными прямыми называет-
ся расстояние от какой-нибудь точки одной прямой до другой 
прямой. 
 
b  
a  
a
A  
B  
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На рисунке 1.16 отрезок AB  – это перпен-
дикуляр, опущенный из точки A  на прямую ;a  
C  – любая точка прямой ,a  отличная от .B   
§ Отрезок AC  называется наклонной, прове-
денной из точки A  к прямой .a   
 
Рисунок 1.16 
§ Точка C  называется основанием наклонной. 
§ Отрезок CB  называется проекцией наклонной на прямую .a  
Если из одной точки к данной прямой проведены перпенди- 
куляр и две наклонные (рис. 1.17), то: 
1) любая наклонная длиннее перпенди-
куляра: ,AC AB>  ;AD AB>  
2) любая наклонная длиннее своей про-
екции: ,AC BC>  ;AD BD>  
 
Рисунок 1.17 
3) равные наклонные имеют равные проекции: если ,AC AD=  то 
;CB BD=  
4) из двух наклонных большая та, у которой большая проекция, и 
наоборот: если ,CB BD>  то .AC AD>  
Серединный перпендикуляр к отрезку – это прямая, которая 
перпендикулярна к отрезку и проходит через его середину. 
1.6. Теорема Фалеса. Обобщенная теорема Фалеса 
Теорема Фалеса. Если параллельные 
прямые пересекают стороны угла и от-
секают на одной его стороне равные 
отрезки, то они отсекают равные отрез-
ки и на другой его стороне.  
 
Рисунок 1.18 
Например, на рисунке 1.18 если 1 1 1BB CC DD   и ,BC CD=  
то 1 1 1 1.B C C D=  
aBC  
A
D  
1B  
A  
C  
D  
1C  1D
B  
a
B  C  
A
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Обобщенная теорема Фалеса (Теорема о 
пропорциональных отрезках). Парал-
лельные прямые, которые пересекают 
стороны угла, отсекают пропорцио-
нальные отрезки на сторонах этого угла. 
 
Рисунок 1.19 
Например, на рисунке 1.19 если 1 1 1,BB CC DD   то 
1 1 1 1 1
.AB BC CD
AB B C C D
= =  
 
Ответьте на вопросы 
1. Что такое геометрия? Назовите основные разделы геометрии. 
Что они изучают? 
2. Что такое аксиома, теорема? 
3. Назовите основные геометрические фигуры на плоскости. 
4. Дайте определение отрезка, луча, угла. 
5. Какие виды углов вы знаете? Охарактеризуйте каждый из 
этих видов. 
6. Что называется биссектрисой угла? 
7. Дайте определение смежных и вертикальных углов. 
8. Какие углы получаются при пересечении двух прямых секу-
щей? 
9. Какие прямые называются параллельными? Сформулируйте 
основное свойство параллельности прямых. 
10. Сформулируйте признаки параллельности прямых. 
11. Какие прямые называются перпендикулярными?  
12. Дайте определение перпендикуляра к прямой; наклонной; 
проекции наклонной. 
13. Что называется расстоянием от точки до прямой; расстоянием 
между параллельными прямыми? 
14. Сформулируйте теорему Фалеса. 
s 
1B  
A  
C  
D  
1C  1D  
B
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Задания для самостоятельной работы № 1 
I. Три точки , ,A B C  лежат на одной прямой. Известно, что 
4,3ńě ,AB =  7,5ńě ,AC =  3,2ńě .BC =  Какая из трех точек , ,A B C  
лежит между двумя другими? 
II. Найдите угол между биссектрисой и продолжением одной 
из сторон данного угла, равного 50 .o  
III. Найдите смежные углы, если их градусные меры отно-
сятся как 3 : 7.  
IV . Найдите величину каждого из углов, которые получились 
при пересечении двух прямых секущей, если: 
1) сумма двух из них равна 98 ;°  
2) разность двух из них равна 58 ;°  
3) все углы равны между собой; 
4) сумма трех из них равна 286 .°  
V . Прямые AB  и CD  пересекаются в точке .O  Найдите угол 
между биссектрисами углов AOC  и .BOC  
VI. На рисунке найдите градусную меру угла .x  
 
а 
 
б 
VII. Внутренние односторонние углы при параллельных пря-
мых равны 46°  и 134 .°  Найдите угол, под которым пересекаются 
биссектрисы этих углов. 
VIII. Разделите данный отрезок на указанное число рав-
ных частей: 1) 3;  2) 5;  3) 6. 
 
140°  
80°  
x
140°  
130°  
110°  
x  
130°  
Планиметрия 
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2. ТРЕУГОЛЬНИКИ 
2.1. Треугольник и его элементы. Виды треугольников 
Треугольник – это фигура, которая состоит из:  
– трех точек, не лежащих на одной прямой, – вершин треугольника; 
– трех отрезков, попарно соединяющих эти точки, – сторон тре-
угольника. 
На рисунке 1.20 показан треугольник ;ABC  
точки ,A  ,B  C  – вершины треугольника;  
отрезки ,AB  ,BC  CA  – стороны треугольника. 
 
Рисунок 1.20 
Таблица 1.4 – Виды треугольников 
Виды 
треугольников Характеристика Рисунок 
Остроугольный все углы острые 
 
Прямоугольный один угол прямой  90CÐ = o  
AC  и BC  – катеты, 
AB  – гипотенуза 
 
Тупоугольный один угол тупой 
Разносторонний стороны имеют различную 
длину 
 
Равнобедренный две стороны равны;  
углы при основании равны 
AB BC=  – боковые стороны, 
AC  – основание, A CÐ = Ð   
Равносторонний все стороны и все углы равны 
AB BC AC= =  
60A B CÐ = Ð = Ð = o   A  
B  
C
A  
B  
C  
A
B  C
A  
B  C
A  
B  
C
A  
B  C a  
b  c  
A  
B  
C
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Таблица 1.5 – Замечательные линии треугольника 
Элементы Определения Рисунок 
Медиана  
треугольника 
это отрезок, соединяющий вершину 
треугольника с серединой противо-
лежащей стороны.  
Биссектриса  
треугольника 
это отрезок биссектрисы угла тре-
угольника, соединяющий вершину с 
точкой на противолежащей стороне.  
Высота  
треугольника 
это перпендикуляр, проведенный из 
вершины на прямую, содержащую 
противолежащую сторону треуголь-
ника. 
 
Средняя линия  
треугольника 
это отрезок, соединяющий середины 
двух его сторон.  
Серединный 
перпендикуляр 
это прямая, перпендикулярная сто-
роне треугольника и делящая ее по-
полам.  
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Биссектриса лежит внутри угла, образованного высотой и 
медианой, проведенными из той же вершины (рис. 1.21). 
В равнобедренном треугольнике медиана, биссектриса и 
высота, проведенные к основанию, совпадают. 
 
 
Рисунок 1.21 
 
Рисунок 1.22 
D  A  
B  
C  
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Например, на рисунке 1.22 ABC  – равнобедренный с осно-
ванием ,AC  тогда высота ,BD  проведенная к этому основанию, 
является также медианой и биссектрисой. 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Свойства медиан треугольника 
1. Медианы треугольника пересекаются в одной точке, которая 
всегда находится внутри треугольника и называется центрои-
дом или центром тяжести треугольника. 
2. Точка пересечения медиан делит каждую медиану в отноше-
нии 2:1 (считая от вершины).  
3. Длину медианы треугольника можно найти по формуле: 
2 2 21 2 2
2a
m b c a= + - , 
где , ,a b c  – стороны треугольника, am  – медиана, опущенная 
на сторону .a  
4. Каждая медиана делит треугольник на два равновеликих 
(одинаковых по площади) треугольника. 
 
Рисунок 1.23 
Например, если точка F  – это точка 
пересечения медиан треугольника ABC  
(рис. 1.23), то 2
1
AF BF CF
FL FM FK
= = = . 
 
Обратите внимание, что в прямоуголь-
ном треугольнике (рис. 1.24) медиана, про-
веденная из вершины прямого угла, равна 
половине гипотенузы: 
1 .
2c
m c=  
 
Рисунок 1.24 
 
cm  
b  
a
c  
A  
B  
C  
L  
M
K  F  
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ЗАПОМНИТЕ! 
Свойства биссектрис треугольника 
1. Биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке, кото-
рая всегда лежит внутри треугольника и называется инцен-
тром (центр вписанной в треугольник окружности). 
2. Биссектриса треугольника делит противоположную сторону 
на отрезки, пропорциональные прилежащим сторонам тре-
угольника. 
 
Например, на рисунке 1.25 точка V  – 
инцентр ;ABC  биссектриса BQ  делит сто-
рону AC  на отрезки пропорциональные двум 
другим сторонам так, что .AQ AB
QC BC
=   
Рисунок 1.25 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Свойства высот треугольника 
1. Высоты треугольника или их продолжения пересекаются в 
одной точке, которая называется ортоцентром. 
2. Высоты треугольника обратно пропорциональны длинам его 
сторон: 1 1 1: : : :a b ch h h a b c= , где , ,a b ch h h  – высоты треугольника, 
проведенные соответственно к сторонам ,a b  и .c  
3. Наибольшая высота треугольника проводится к его наимень-
шей стороне. Наименьшая высота проводится к наибольшей 
стороне треугольника. 
Например, ,AL  BM  и CK  – высоты остроугольного ABC  
(рис. 1.26 а). Они пересекаются в точке ,F  которая лежит внутри 
треугольника.  
A  
G  
CQ  
J  V  
B  
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Рисунок 1.26  
Высотами прямоугольного ABC  (рис. 1.26 б) будут отрез-
ки ,AC  BC  и ,CD  которые пересекаются в точке C  – вершине 
прямого угла. 
Если ABC  тупоугольный (рис. 1.26 в), то его высоты AN  и 
CP  опущены на продолжение сторон BC  и .AB  Точка Z  являет-
ся точкой пересечения продолжения высот и лежит вне треуголь-
ника. 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Свойство средней линии треугольника 
Средняя линия треугольника соединяет середины двух сто-
рон, параллельна третьей стороне и равна ее половине. 
 
Например, если отрезок DE  – 
средняя линия треугольника ABC  
(рис. 1.27), тогда DE AC  и 1 .
2
DE AC=   
Рисунок 1.27 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Периметр треугольника – это сумма длин всех его сторон: 
.P a b c= + +  
A  
B  
C  M
K  L  F  
A  
B  C  
D  
A  
B
C  
N  P  
Q  
Z  
ŕ  á  â  
A
B  
C
E  D  
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2.2. Сумма углов треугольника. Внешний угол треуголь-
ника. Неравенство треугольника 
Сумма внутренних углов треугольника равна 180 .o  
Внешний угол треугольника при данной вершине – это угол, 
смежный с внутренним углом треугольника при этой вершине. 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Внешний угол треугольника равен сумме двух внутренних 
углов, не смежных с ним. 
 
На рисунке 1.28 BCDÐ  – это внеш-
ний угол ABC  при вершине C . Угол 
BCDÐ  смежный с внутренним углом 
BCAÐ . 
.BCD BAC ABCÐ = Ð + Ð  
 
Рисунок 1.28 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Неравенство треугольника. Сторона треугольника больше мо-
дуля разности двух других сторон и меньше суммы этих сторон: 
b c a b c- < < + . 
2.3. Равенство треугольников 
Два треугольника называются равными, если у них равны 
соответствующие стороны и соответствующие углы. 
Например, 1 1 1,ABC A B C=   если 1 1,AB A B=  1 1,BC B C=  
1 1,AC AC=  1,A AÐ = Ð  1,B BÐ = Ð  1.C CÐ = Ð  
A
B  
C D  
a  
b  
c  
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Справедливы три признака равенства треугольников 
(табл. 1.6). 
Таблица 1.6 – Признаки равенства треугольников 
Признаки  
равенства Правило Рисунок 
По двум сто-
ронам и углу 
между ними 
Если две стороны и угол 
между ними одного тре-
угольника равны соответст-
венно двум сторонам и углу 
между ними другого тре-
угольника, то такие тре-
угольники равны. 
 
1 1
1 1
1
1 1 1.
AB A B
AC A C
A A
ABC A B C
=
= Þ
Ð = Ð
Þ = 
 
По стороне и 
прилежащим 
к ней углам 
Если сторона и прилежащие 
к ней углы одного треуголь-
ника равны соответственно 
стороне и прилежащим к 
ней углам другого треуголь-
ника, то такие треугольники 
равны. 
 
1 1
1
1
1 1 1.
AC AC
A A
C C
ABC A B C
=
Ð = Ð Þ
Ð = Ð
Þ = 
 
По трем 
сторонам 
Если три стороны одного 
треугольника равны соот-
ветственно трем сторонам 
другого треугольника, то та-
кие треугольника равны. 
 
1 1
1 1
1 1
1 1 1.
AC A C
AB A B
BC B C
ABC A B C
=
= Þ
=
Þ = 
 
1B  
1C  A 1A  
B  
C
1B  
1C  A  1A  
B  
C
1B  
1C  A 1A  
B  
C
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Таблица 1.7 – Признаки равенства прямоугольных тре-
угольников 
Признак Рисунок 
По двум катетам 
 
По катету и острому углу  
По гипотенузе и острому углу  
По гипотенузе и катету 
 
Обратите внимание, что для доказательства равенства про-
извольных треугольников нужно найти три равенства соответст-
вующих элементов. При доказательстве равенства прямоуголь-
ных треугольников достаточно найти два равенства соответст-
вующих элементов. 
2.4. Подобие треугольников 
Два треугольника называются подобными, если их соответ-
ствующие углы равны, а соответствующие стороны пропорцио-
нальны. 
Например, если ABC 1 1 1,A B C  то 1;A AÐ = Ð  1;B BÐ = Ð  
1;C CÐ = Ð  
1 1 1 1 1 1
,AB BC AC k
A B B C AC
= = = где k  – коэффициент подобия. 
В подобных треугольниках отношение всех соответствую-
щих линейных элементов (высот, медиан, биссектрис, перимет-
ров и т.д.) равно отношению соответствующих сторон (коэффи-
циенту подобия).  
Например, 
1 1 1
P AB k
P A B
= = ,  где k  – коэффициент подобия. 
Планиметрия 
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Таблица 1.8 – Признаки подобия треугольников 
Признак Рисунок 
По двум равным углам 
Если 1;A AÐ = Ð  1,B BÐ = Ð  то ABC 1 1 1.A B C  
По двум пропорциональным сторонам и углу 
между ними 
Если 1;A AÐ = Ð  
1 1 1 1
,AB AC
A B AC
=  то ABC 1 1 1.A B C  
По трем пропорциональным сторонам 
Если 
1 1 1 1 1 1
,AB BC AC
A B B C AC
= =  то ABC 1 1 1.A B C  
 
 
Пример 1.5. В ABC  со сторонами 15ńě ,AB =  17ńěBC =  и 10ńěAC =  
проведён отрезок 1 1AC  параллельно ,AC  причём точка 1A  лежит на сто-
роне ,AB  а 1C  – на стороне .BC  Найдите 1,BC  если 1 1 7.AC =  
Решение. Треугольник 1 1A BC  подобен треугольнику 
ABC  (по двум равным углам) (рис. 1.29).  
Коэффициент подобия 1 1 1 1 7 .
10
A B C B ACk
AB CB AC
= = = =   
Таким образом, 1
7 7 17 11,9.
10 10
C B CB= × = × =  
Ответ. 1 11,9ńě .C B =  
 
Рисунок 1.29 
Пример 1.6. В ABC  точка K  лежит на стороне AC  и делит её в отноше-
нии : 1:3.CK KA =  Точка M  лежит на стороне BC  и делит её в отноше-
нии : 2 :5.CM MB =  D  – точка пересечения отрезков AM  и .BK  В каком  
отношении точка D  делит отрезок AM ? 
Решение. Нам нужно найти отношение :AD DM  
(рис. 1.30). Используя условие, запишем: ,CK x=  
3 ,KA x=  2 ,CM y=  5 .MB y=   
Проведем .MN BK  По теореме Фалеса: 
5.
2
KN BM
NC MC
= =  Так как ,CK x=  то 5 ,
7
KN x=  а 2 .
7
NC x=  
Применим теорему Фалеса к ,MACÐ  получим: 
( ) 5 213 : .7 5
AD AK x x
DM KN
æ ö= = =ç ÷
è ø
 
 
Рисунок 1.30 
Ответ. 21:5.  
A  
B  
C  
1C  1A  
1B  
B  
C  A  
D  M  
K  N  
C  
1C  
A  
1A  
B
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2.5. Решение треугольников 
2.5.1. Соотношения между элементами прямоугольного 
треугольника 
Рассмотрим прямоугольный треугольник 
ABC  (рис. 1.31), в котором: 90 ;CÐ = o  ,a  b  – ка-
теты; c  – гипотенуза; ;A aÐ =  .B bÐ =  
При решении прямоугольных треугольников 
часто используются следующие соотношения. 
 
Рисунок 1.31 
1. Теорема Пифагора. Квадрат гипотенузы равен сумме квадра-
тов катетов:  2 2 2.c a b= +  
2. В прямоугольном треугольнике против угла в 30o  лежит катет, 
равный половине гипотенузы. 
3. Сумма острых углов прямоугольного треугольника равна 90 .o  
4. Медиана прямоугольного треугольника, проведенная из верши-
ны прямого угла, равна половине гипотенузы. 
5. Косинусом острого угла прямоугольного треугольника называ-
ется отношение прилежащего катета к гипотенузе:  
cos b
c
a = Þ  cos ;b c a= ×  .
cos
bc
a
=  
6. Синусом острого угла прямоугольного треугольника называет-
ся отношение противолежащего катета к гипотенузе:  
sin a
c
a = Þ  sin ;a c a= ×  .
sin
ac
a
=  
7. Тангенсом острого угла прямоугольного треугольника называ-
ется отношение прилежащего катета к противолежащему:  
tg a
b
a = Þ  tg ;a b a= ×  .
tg
ab
a
=  
C  A  
B
b  
a
 
c  
a  
b  
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8. Котангенсом острого угла прямоугольного треугольника назы-
вается отношение противолежащего катета к прилежащему:  
ctg b
a
a = Þ  ctg ;b a a= ×  .
ctg
ba
a
=  
9. Если из прямого угла прямоугольного треугольника проведена 
высота к гипотенузе (рис. 1.32), то выполняются равенства:  
2 ;ca c a= ×  
2 ;cb c b= ×  
2 ,c c ch a b= ×  
где ca  – проекция катета a  на гипотенузу ;c   
cb  – проекция катета b  на гипотенузу ;c   
ch  – высота, проведенная к гипотенузе. 
 
Рисунок 1.32 
Пример 1.7. Длина одного из катетов прямоугольного треугольника боль-
ше длины другого катета на 10 см, но меньше длины гипотенузы на 
10 см. Найдите длину гипотенузы. 
Решение. Обозначим: a  и b  – катеты, а c  – гипотенуза прямоугольного 
треугольника. 
Пусть катет ńě ,a x=  тогда по условию ( )10 ńě ,b x= -  а ( )10 ńě .c x= +  
По теореме Пифагора получим: ( ) ( )2 22 210 10 40 0x x x x x+ - = + Û - = Þ  
1 20; 40.x xÞ = =  Значение 0x =  не удовлетворяет условию задачи. Зна-
чит, 40 ńě ,a =  30 ńě ,b =  ( )2 240 30 50 ńě .c = + =  
Ответ. 50 ńě . 
Пример 1.8. Длины сторон прямоугольного треугольника образуют ариф-
метическую прогрессию. Найдите величины острых углов треугольника. 
Решение. Пусть a  – первый член арифметической про-
грессии, а d  – ее разность. Тогда катеты и гипотену-
за треугольника равны соответственно: ,a  ,a d+  
2a d+  (рис. 1.33).  
По теореме Пифагора получим: ( ) ( )2 22 2 ,a a d a d+ + = +  
тогда 
2
2 22 3 0 2 3 0.a aa ad d
d d
æ ö- - = Û - - =ç ÷
è ø
  
 
Рисунок 1.33 
2a d+
C  
A  
B
a d+  a  
ch  
A  B  
C  
a  b  
cb  ca  
D  c  
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Решениями данного уравнения будут числа 3 и –1, но –1 не удовлетво-
ряет условию задачи, следовательно 3,a
d
=  т.е. .
3
ad =  Значит, катеты 
;AC a=  4 ;
3
BC a=  гипотенуза 5 .
3
AB a=  
Косинус острого угла в прямоугольном треугольнике равен отношению 
прилежащего катета к гипотенузе, значит: 
5 3cos : ;
3 5
ACA a a
AB
æ öÐ = = =ç ÷
è ø
  4 5 4cos : .
3 3 5
BCB a a
AB
æ ö æ öÐ = = =ç ÷ ç ÷
è ø è ø
 
Ответ. 3arccos ;
5
 4arccos .
5
 
Пример 1.9. В треугольнике CAE  на сторонах AC  и EC  взяты соответст-
венно точки B  и D  так, что ;BD AC^  ;EA DB  8;DE =  3;DB =  
60 .BDCÐ = o  Найдите длину отрезка .AE  
Решение. Рассмотрим прямоугольный BCD  
( 60 ,BDCÐ = o 90 ,DBCÐ = o  3BD = ) (рис. 1.34). 
Катет BD  лежит против угла 30 ,BCDÐ = o  тогда 
2 6,DC BD= =  следовательно 14.EC ED DC= + =  
По условию ,EA DB  значит ACE  – прямоугольный 
треугольник ( 90 ,EACÐ = o 30 ,ACEÐ = o  14EC = ). 
 
Рисунок 1.34 
Катет AE  лежит против угла в 30 ,o  поэтому 1 7.
2
AE EC= =  
Ответ. 7.AE =  
2.5.2. Соотношения между элементами произвольного 
треугольника 
При решении произвольных треугольников (рис. 1.35) ис-
пользуются следующие теоремы. 
1. Теорема синусов. Стороны треугольника 
пропорциональны синусам противолежа-
щих углов. 
2 ,
sin sin sin
a b c R
a b g
= = =  
где R  – радиус описанной около тре-
угольника окружности. 
 
Рисунок 1.35 
60o  
CA  B
DE  
b  A  
B  
C  
c  a
g
a  
b  
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2. Теорема косинусов. Квадрат любой стороны треугольника 
равен сумме квадратов двух других сторон без удвоенного 
произведения этих сторон на косинус угла между ними. 
 2 2 2 2 cos ;a b c bc a= + -  
 2 2 2 2 cos ;b a c ac b= + -  
 2 2 2 2 cos .c a b ab g= + -  
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Следствие теоремы синусов 
В треугольнике против большего угла лежит большая сто-
рона, против большей стороны лежит больший угол. 
Пример 1.10. Найти косинусы углов треугольника ,ABC  если 3 ńě ;AB =  
4 ńě ;BC =  5 ńě .AC =  
Решение. По теореме косинусов имеем:  
2 2 2 2 cosAC BC AB BC AB ABC= + - × × Ð Þ
2 2 2
cos ,
2
BC AB ACABC
BC AB
+ -Ð =
×
 
т.е. 
2 2 24 3 5cos 0.
2 4 3
ABC + -Ð = =
× ×
 Аналогично получим: 
2 2 2
cos ;
2
AC AB BCBAC
AC AB
+ -Ð =
×
 т.е. 
2 2 25 3 4 3cos ;
2 5 3 5
BAC + -Ð = =
× ×
 
2 2 2
cos ;
2
AC BC ABACB
AC BC
+ -Ð =
×
 т.е. 
2 2 25 4 3 4cos .
2 5 4 5
ACB + -Ð = =
× ×
 
Ответ. 3 40; ; .
5 5
 
Пример 1.11. Найти длину медианы треугольника ,ABC  
проведенной из вершины ,C  если длины сторон, ле-
жащих против вершин ,A  B  и ,C  равны соответст-
венно ,a  b  и .c  
Решение. Пусть CM  – медиана ABC  (рис. 1.36). Обо-
значим ,CM m=  ,CMA jÐ =  тогда 180 .CMB jÐ = -o  
Из треугольников ACM  и BCM  по теореме косинусов  
 
Рисунок 1.36 
получим: 
2
2 2 2 cos ;
4 2
c cb m m j= + - × ×   ( )
2
2 2 2 cos 180 .
4 2
c ca m m j= + - × × -o  
2
c  2
c  
C
A  B
j  
a  b  m  
M
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Сложим эти равенства почленно и учитывая, что ( )cos 180 cos ,j j- = -o  
получим: 
2 2 2 2
2 2 2 22
2 2 2 4
c a b ca b m m+ = + Þ = + - Þ
2 2 2
.
2 2 4
a b cCM = + -  
Ответ. 
2 2 2
.
2 2 4
a b c+ -  
 
Ответьте на вопросы 
1. Что такое треугольник? Какие виды треугольников вы знаете? 
2. Что такое медиана треугольника? Какие свойства медиан тре-
угольника вы знаете? 
3. Что такое биссектриса треугольника? Какие свойства биссек-
трис треугольника вы знаете? 
4. Что такое высота треугольника? Какие свойства высот тре-
угольника вы знаете? 
5. Что такое средняя линия треугольника? Сформулируйте 
свойство средней линии треугольника? 
6. Какие треугольники называются равными? Сформулируйте 
признаки равенства треугольников. 
7. Какие треугольники называются подобными? Назовите и за-
пишите признаки равенства треугольников. 
8. Какие соотношения между элементами прямоугольного тре-
угольника вы знаете? 
9. Сформулируйте теоремы синусов и косинусов. 
 
 
Задания для самостоятельной работы № 2 
I. В равнобедренном треугольнике ABC  угол ABC  равен 
120° ; 10 ńě .BC =  Найдите длину высоты треугольника. 
II. В прямоугольном треугольнике длины сторон образуют 
арифметическую прогрессию с разностью 1 см. Найдите длину 
гипотенузы. 
III. Из точки к прямой проведены две наклонные. Одна из них 
длиной 12 2 ńě . образует с данной прямой угол 45 .°  Найдите 
s 
Планиметрия 
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длину второй наклонной, если длина ее проекции на прямую рав-
на 9 ńě .  
IV . Катет прямоугольного треугольника равен 8 ńě ,  а его про-
екция на гипотенузу – 4 ńě . Найдите гипотенузу данного тре-
угольника. 
V . Отрезок BD  – биссектриса треугольника .ABC  24 ńě ,AB =  
20 ńě ,BC =  отрезок AD  на 3 ńě  больше отрезка .CD  Найдите .AC  
VI. На стороне BC  треугольника ABC  отметили точку K  так, 
что ,CAK ABCÐ = Ð  12 ńě ,BK =  4 ńě .KC =  Найдите длину сто-
роны .AC  
VII. Высота CK  треугольника ABC  делит сторону AB  на от-
резки AK  и .BK  Найдите сторону ,BC  если 6 ńě ,AC =  
3 ńě ,BK =  60 .AÐ = °  
VIII. Высота прямоугольного треугольника с острым углом ,a  
опущенная на гипотенузу, равна .h  Найдите гипотенузу этого 
треугольника. 
IX. Основание равнобедренного треугольника относится к 
его боковой стороне как 6 : 5. Найдите периметр треугольника, 
если его высота, проведенная к основанию, равны 8 ńě . 
X. Стороны треугольника равны 8 ńě ,  9 ńě  и 13 ńě . Найдите 
медиану треугольника, проведенную к его наибольшей стороне. 
XI. Докажите, что в выпуклом четырехугольнике сумма диа-
гоналей меньше периметра. 
XII. В треугольнике ABC  отрезок BK  – высота, отрезок AM  
– биссектриса, 26 ńě ,BK =  : 6:7.AB AC =  Из точки M  опущен 
перпендикуляр MD  на сторону .AC  Найдите .MD  
XIII. Стороны треугольника равны 12 ńě ,  15 ńě  и 18 ńě . Най-
дите биссектрису треугольника, проведенную из вершины его 
наибольшего угла. 
XIV . Стороны треугольника равны 6 ńě  и 8 ńě . Медиана тре-
угольника, проведенная к его третьей стороне, равна 46 ńě . 
Найдите неизвестную сторону треугольника. 
Раздел I 
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3. ОКРУЖНОСТЬ И КРУГ 
3.1. Окружность, круг 
Окружность – это фигура, которая состоит из всех точек 
плоскости, находящихся на одинаковом расстоянии от данной 
точки. Эта точка называется центром окружности. 
Окружность – это множество точек плоскости, равноуда-
ленных от данной точки. 
Таблица 1.9 – Элементы окружности. 
Название 
элемента 
Определение 
Радиус  
окружности 
это расстояние от точек окружности до ее центра. 
Радиусом называется также любой отрезок, со-
единяющий точку окружности с ее центром. 
Хорда это отрезок, соединяющий две точки окружности. 
Диаметр это хорда, которая проходит через центр окруж-
ности. Диаметр – это наибольшая хорда. 
Дуга  
окружности 
это часть окружности, ограниченная двумя точ-
ками этой окружности. 
 
На рисунке 1.37 показана окруж-
ность, в которой: 
точка O  – центр окружности;  
отрезок OA r=  – радиус окружности; 
отрезок BD  – хорда; 
отрезок CM  – диаметр; 
BnDÈ  – дуга окружности. 
 
Рисунок 1.37 
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Основные свойства 
1. Если радиус окружности перпендикулярен 
хорде, то он делит ее пополам.  
Например, если ,OC AB^  то AS SB=  (рис. 1.38). 
2. Если радиус окружности проходит через се-
редину хорды, отличной от диаметра, то он 
перпендикулярен к ней. 
Например, если AS SB=  то OC AB^  (рис. 1.38). 
3. Равные дуги стягиваются равными хордами.  
Например, если ,AB CDÈ È=  то AB CD=  (рис.1.39). 
4. Равные хорды стягивают равные дуги.  
Например, если ,AB CD=  то AB CDÈ È=  (рис.1.39). 
5. Параллельные хорды отсекают на окружно-
сти равные дуги.  
Например, если ,AB CD  то AC BDÈ È=  (рис.1.40). 
6. Произведения отрезков хорд, на которые они 
делятся точкой пересечения, равны. 
Например, если AB CDI  в точке ,M  то 
AM MB CM MD× = ×  (рис. 1.41). 
 
Рисунок 1.38 
 
Рисунок 1.39 
 
Рисунок 1.40 
 
Рисунок 1.41 
Пример 1.12. Точка K  делит хорду AB  на отрезки 12 ńě  и 14 ńě .  Найдите 
радиус окружности, если расстояние от центра окружности до точки K  
равно 11ńě .  
Решение. По условию задачи 12 ńě ,AK =  14 ńě ,KB =  
11ńěOK = , где O  – центр окружности (рис. 1.42). 
Через точки O  и K  проведем диаметр окружности 
.CD  Тогда, по свойству хорд в окружности запишем 
равенство: .AK KB CK KD× = ×    Рисунок 1.42 
Обозначим радиус окружности ,r  тогда 11,KD r= +  11.CK r= -  Под-
ставив данные выражения в равенство, получим уравнение: 
( ) ( )12 14 11 11 .r r× = - × +  Решим уравнение и найдем: 17 ńě .r =  
Ответ. 17 ńě .r =  
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Круг – это фигура, которая состоит 
из всех точек плоскости, находящихся 
внутри окружности данного радиуса. 
Центр окружности будет и центром кру-
га, а радиус окружности – радиусом круга 
(рис. 1.43). Окружность – это граница 
круга. 
 
O  – центр круга; 
OB r=  – радиус круга. 
Рисунок 1.43 
Сектор – часть круга, ограниченная дугой и двумя радиу-
сами, проведенными к концам этой дуги (рис. 1.44). 
Сегмент – это часть круга, ограниченная дугой и соответст-
вующей хордой. 
Каждая хорда делит круг на два сегмента (рис. 1.45). 
  
Рисунок 1.44 Рисунок 1.45 
3.2. Касательная к окружности и ее свойства 
Касательная к окружности – это прямая, 
которая имеет с окружностью только одну об-
щую точку. Эта точка называется точкой ка-
сания. 
Секущая – это прямая, которая имеет с 
окружностью две общие точки. 
 
Рисунок 1.46 
На рисунке 1.46 прямая a  – касательная к окружности; точка 
A  – точка касания; прямая KF  – секущая данной окружности. 
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Свойства касательных 
1. Касательная к окружности перпендикулярна ра-
диусу, проведенному в точку касания (рис. 1.46). 
2. Отрезки касательных, проведенных к окружно-
сти из одной точки, равны между собой. Центр 
окружности лежит на биссектрисе угла, образо-
ванного этими касательными. 
,MA MB=  AMO BMOÐ = Ð  (рис. 1.47). 
3. Квадрат отрезка касательной, проведенной от 
точки ,M  взятой вне окружности, до точки ка-
сания, равен произведению длин отрезков се-
кущей от точки M  до точек ее пересечения с 
окружностью. 
2MK MA MB= ×  (рис. 1.48). 
4. Произведения длин отрезков секущих от точки 
,M  взятой вне окружности, до точек ее пересе-
чения с окружностью равны между собой. 
MA MB MC MD× = ×  (рис. 1.49). 
 
Рисунок 1.47 
 
Рисунок 1.48 
 
Рисунок 1.49 
Две окружности, имеющие общую точку, касаются в этой 
точке, если они имеют в этой точке общую касательную. 
 
Рисунок 1.50 
Касание окружностей называется внешним, если центры 
окружностей лежат по разные стороны от их общей касательной 
(рис. 1.50 а). Касание окружностей называется внутренним, если 
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центры окружностей лежат по одну сторону от их общей каса-
тельной (рис. 1.50 б). 
Пример 1.13. Радиус окружности равен r . Из точки M  проведена секущая 
,MB  проходящая через центр окружности, и касательная ,MA  причем 
2MB MA=  (рис. 1.51). Найдите, на каком расстоянии от центра окруж-
ности находится точка .M  
Решение. Обозначим ,OM x=  тогда BM x r= +  
и ,CM x r= -  кроме того, по условию 
( )1 .2 2
BMMA x r= = +  Из соотношения о каса-
тельной и секущей имеем: 
( ) ( )( )21 .4 x r x r x r+ = + -  Разделим обе части 
 
Рисунок 1.51 
уравнения на ( ),x r+  получим: ( ) ( )1 5 .4 3x r x r x r+ = - Þ =  
Ответ. 5 .
3
OM r=  
3.3. Вписанные и центральные углы. Углы в окружности 
Центральный угол в окружности – это угол с вершиной в ее 
центре. Часть окружности, которая расположена внутри цен-
трального угла, называют дугой окружности, соответствующей 
данному центральному углу. 
Градусной мерой дуги окружности называется градусная  
мера соответствующего центрального угла. 
На рисунке 1.52 AOBÐ  – центральный 
угол, AmBÈ  – соответствующая дуга окружно-
сти, значит AOB AmBÈÐ = . 
 
Рисунок 1.52 
 
Вписанный в окружность угол – 
это угол, вершина которого лежит на 
окружности, а стороны пересекают эту 
окружность. 
На рисунках 1.53 а и 1.53 б 
ABCÐ  – вписанный угол. 
 
Рисунок 1.53 
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Свойства вписанных углов 
1. Вписанный угол измеряется половиной дуги, на которую он 
опирается и равен половине центрального угла, который опи-
рается на эту же самую дугу.  
1 1
2 2
ABC AC AOCÈÐ = = Ð  (рис. 1.54). 
2. Вписанные углы, которые опираются на одну и ту же дугу, 
равны между собой. 
ABC ADC AKCÐ = Ð = Ð  (рис. 1.55). 
3. Вписанный угол, который опирается на диаметр, равен 90o . 
90ACB ADBÐ = Ð = o  (рис. 1.56). 
 
Рисунок 1.54 
 
Рисунок 1.55 
 
Рисунок 1.56 
Три важных свойства углов в окружности 
1. Угол между касательной и секущей, про-
веденной через точку касания, равен поло-
вине дуги, заключенной между ними. 
1
2
AMB MnBÈÐ =  (рис. 1.57). 
2. Угол, образованный двумя секущими, из-
меряется полуразностью дуг, заключенных 
между двумя его сторонами. 
( )12AMC DB CAÈ ÈÐ = -  (рис. 1.58). 
3. Угол между пересекающимися хордами 
измеряется полусуммой дуг, заключенных 
между этими хордами. 
( )12BMD AC DBÈ ÈÐ = +  (рис. 1.59). 
 
Рисунок 1.57 
 
Рисунок 1.58 
 
Рисунок 1.59 
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Пример 1.14. Точки ,A  B  и C  лежат на окружности. Найти AOCÐ , если  
42 .ABCÐ = o  
Решение. ABCÐ  – это угол, вписанный в окруж-
ность, а AOCÐ  – это центральный угол. Эти углы 
опираются на одну и ту же дугу AC  (рис. 1.60).  
Значит, 2 84 .AOC ABC AOCÐ = × Ð Þ Ð = o  
Ответ. 84 .AOCÐ = o  
 
Рисунок 1.60 
3.4. Длина окружности, длина дуги окружности. Площадь 
круга, кругового сегмента и кругового сектора 
Длина окружности находится по формуле: 
2C Rp= . 
Длина дуги, которая соответствует цен-
тральному углу в a  градусов (рис. 1.61), находит-
ся по формуле:  
2
360 180
R Rl p pa a= × = ×o o
o o
. 
 
Рисунок 1.61 
Площадь круга находится по формуле: 
2S Rp= . 
Площадь кругового сектора, который соот-
ветствует центральному углу в a  градусов 
(рис. 1.62), находится по формуле:  
2
360
RS p a= × o
o
. 
Площадь кругового сегмента, который со-
ответствует центральному углу в a  градусов, на-
ходится по формуле:  
а) ęđóăî âî ăî ęđóăî âî ăî
ńĺ ăě ĺ í ňŕ ńĺ ęňî đŕ
,AOBS S S= -   если 180a <
o  (рис. 1.63); 
б) ęđóăî âî ăî ęđóăî âî ăî
ńĺ ăě ĺ í ňŕ ńĺ ęňî đŕ
,AOBS S S= +   если 180a >
o (рис. 1.64). 
 
Рисунок 1.62 
 
Рисунок 1.63 
 
Рисунок 1.64 
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Пример 1.15. Перпендикуляр, опущенный из точки окружности на ее диа-
метр, делит диаметр на два отрезка, один из которых на 27 ńě  больше 
другого. Найдите длину окружности, если длина перпендикуляра равна 
18 ńě . 
Решение. Пусть отрезок AB  – диаметр окружности, 
18 ńěCK =  – перпендикуляр, опущенный на диаметр 
(рис. 1.65). Обозначим ńě ,AK x=  тогда 
( )27 ńě .KB x= +  
90 ,ACBÐ = o  т.к. это вписанный угол, опирающийся на 
диаметр. Значит ABC  – прямоугольный, отрезок  
 
Рисунок 1.65 
CK  – высота опущенная на гипотенузу. Тогда 2 .CK AK KB= ×  
Получим уравнение ( )218 27 .x x= × +  Решением данного уравнения бу-
дет 9,x =  значит 9 ńě .AK =  
45ńě .AB AK KB= + =  Радиус окружности 45ńě .
2
R=  
Длину окружности найдем по формуле 2 .C Rp=  Получим: 45 ńě .C p=  
Ответ. 45 ńě .C p=  
 
Ответьте на вопросы 
1. Что такое окружность, центр окружности, радиус, хорда, диа-
метр, дуга окружности? 
2. Что такое круг, сектор круга, сегмент круга? 
3. Какая прямая называется касательной к окружности? Какие 
свойства касательных к окружности вы знаете? 
4. Какой угол называется центральным, а какой – вписанным в 
окружность? Сформулируйте свойства вписанных в окруж-
ность углов. 
5. Напишите формулы для нахождения длины окружности и дли-
ны дуги окружности, соответствующей углу в .a o  
6. Напишите формулы для нахождения площади круга, площади 
кругового сектора и кругового сегмента.  
 
s 
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Задания для самостоятельной работы № 3 
I. Концы хорды окружности делят ее на две дуги, градусные 
меры которых относятся как 4 : 5. Найдите градусные меры этих 
дуг. 
II. В окружности проведены хорды AK  и ,BM  пересекаю-
щиеся в точке .C  Найдите длину отрезка ,KM  если 4 ńě ,AB =  
2 ńě ,BC =  8 ńě .KC =  
III. Хорда AB  делится точкой M  на два отрезка 7 ńě ,AM =  и 
8 ńě .MB =  Найдите расстояние от точки M  до центра окружно-
сти, если радиус окружности равен 9 ńě .  
IV . Окружности с радиусами 30 см и 40 см касаются друг 
друга. Найдите расстояние между центрами окружностей в слу-
чае внешнего и внутреннего касания. 
V . Две окружности с центрами 1O  и 2 ,O  радиусы которых 
равны 10 ńě  и 16 ńě  соответственно, касаются внешним образом 
в точке .C  Прямая, проходящая через точку ,C  пересекает окруж-
ность с центром 1O  в точке ,A  а вторую окружность – в точке .B  
Найдите длины хорд AC  и BC  если 39 ńě .AB =  
VI. Окружность, центр которой принадлежит гипотенузе пря-
моугольного треугольника, касается большего катета и проходит 
через вершину противоположного острого угла. Найдите радиус 
окружности, если катеты равны 5 ńě  и 12 ńě . 
VII. Длины двух окружностей относятся как 4 : 9. Как относят-
ся площади кругов, ограниченных этими окружностями? 
VIII. Радиус окружности 
равен 27 ńě . Найдите длину дуги этой окружности, градусная ме-
ра которой составляет 25 .°  
IX. Радиус круга равен 12 ńě . Найдите площадь сектора это-
го круга, если градусная мера его дуги равна 75 .°  
Планиметрия 
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4 МНОГОУГОЛЬНИКИ 
4.1. Ломаная и многоугольник. Сумма углов многоуголь-
ника 
Ломаная 1 2 nA A AK  – это фигура, которая состоит из точек 
1 2, , nA A AK  и последовательно соединяющих их отрезков 1 2 ,A A  
2 3,A A  K 1 .n nA A-  Точки 1 2, , nA A AK  называются вершинами, а от-
резки 1 2 ,A A  2 3,A A  K 1n nA A-  – звеньями ломаной. 
Ломаная называется простой, если она не имеет самопере-
сечений (рис. 1.66 а). На рисунке 1.66 б) показана ломаная, кото-
рая имеет самопересечения. 
 
Рисунок 1.66 
Ломаная называется замкнутой, если концы ее совпадают 
(рис. 1.66 в). 
Длина ломаной равна сумме длин ее звеньев. 
Многоугольник – это простая замкнутая ломаная, у которой 
соседние звенья не лежат на одной прямой. 
Вершины ломаной называются вершинами многоугольника, 
а звенья ломаной – сторонами многоугольника. 
n -угольник – это многоугольник, у которого n  углов и n  
сторон (рис. 1.67). 
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Отрезки, соединяющие несоседние вер-
шины многоугольника, называются диагона-
лями многоугольника ( 1 3,A A  2 ,nA A  3 nA A K на 
рис. 1.67).  Рисунок 1.67 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
1. Любая сторона многоугольника меньше суммы всех его дру-
гих сторон. 
2. Сумма внутренних углов n -угольника равна ( )180 2n× -o . 
3. Сумма внешних углов n -угольника, взятых по одному при 
каждой вершине, равна 360 .o  
4. Из одной вершины -óăî ëüí čęŕn  можно провести ( )3n -  диа-
гонали. 
5. Количество диагоналей n -угольника равно ( )3
2
n n× -
. 
6. Площадь n -угольника равна 1 2 2 ,n nS S S S -= + + +K   
где 1 2 2; ; nS S S -K  – площади треугольников, на которые  
n -угольник разбивается диагоналями, выходящими из одной 
вершины. 
 
Многоугольник называется выпуклым, 
если он лежит в одной полуплоскости от-
носительно любой прямой, содержащей 
его сторону. 
На рис. 1.68 а) изображен  выпуклый  
 
Рисунок 1.68 
многоугольник, а на рисунке 1.68 б) – невыпуклый многоугольник. 
У выпуклого многоугольника нет ни одного угла, который 
больше 180 .o  
)ŕ  )á
1A  
2A
3A  
nA  
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Выпуклый многоугольник называется правильным, если у 
него все стороны и все углы равны. 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Внутренний угол правильного n -угольника равен:  
2 180n
n
n
a -= × o  
Правильный треугольник – это равносторонний треуголь-
ник; правильный четырехугольник – это квадрат. 
Пример 1.16. Найдите сумму внутренних углов и количество диагоналей 
девятиугольник. 
Решение. Сумма внутренних углов девятиугольника равна: 
( ) ( )180 2 180 9 2 1260 .n° × - = ° × - = °  
Количество диагоналей девятиугольника: ( ) ( )3 9 9 3 27.
2 2
n n× - × -
= =  
Ответ: Сумма внутренних углов 1260 ;°  количество диагоналей – 27. 
4.2. Четырехугольники 
Четырехугольник – это фигура, которая состоит из четырех 
точек и четырех последовательно соединяющих их отрезков. При 
этом никакие три из данных точек не должны лежать на одной 
прямой, а соединяющие их отрезки не должны пересекаться. 
На рисунке 1.69 дан четырехугольник 
;ABCD  точки , , ,A B C D  – это вершины четырех-
угольника; отрезки ,AB  ,BC  ,CD  DA  – это сторо-
ны четырехугольника; отрезки BD  и AC  – диаго-
нали четырехугольника. 
 
Рисунок 1.69 
Рассматривают пять основных видов четырехугольников: 
параллелограмм, прямоугольник, ромб, квадрат и трапецию. 
A
C  B  
D  
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4.2.1. Параллелограмм 
Параллелограмм – это четырехугольник, у 
которого противолежащие стороны параллельны. 
На рисунке 1.70 четырехугольник ABCD  – 
параллелограмм ;AB CD BC DAÛ   . 
 
Рисунок 1.70 
Свойства параллелограмма 
1. Противолежащие стороны параллелограмма равны. 
;AB CD BC DA= = . 
2. Противолежащие углы параллелограмма равны. 
;A C B DÐ = Ð Ð = Ð . 
3. Диагонали параллелограмма пересекаются и точкой пересече-
ния делятся пополам. 
;AO OC BO OD= = . 
4. Сумма двух соседних углов параллелограмма равна 180o . 
180 .A B B C C D D AÐ + Ð = Ð + Ð = Ð + Ð = Ð + Ð = o  
5. Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме 
квадратов всех его сторон. 
( )2 2 2 22AC BD AB AD+ = × + . 
Сформулируем признаки, по которым можно определить, 
что данный четырехугольник – параллелограмм. 
Признаки параллелограмма 
1. Если в четырехугольнике две стороны параллельны и равны, 
то этот четырехугольник – параллелограмм. 
Например, если ABCD  – четырехугольник, у которого 
AB CD  и ,AB CD=  то ABCD  – параллелограмм. 
2. Если в четырехугольнике противолежащие стороны попарно 
равны, то этот четырехугольник – параллелограмм. 
Например, если ABCD  – четырехугольник, у которого 
AB CD=  и ,BC DA=  то ABCD  – параллелограмм. 
A  
B  
D  
C
O  
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3. Если диагонали четырехугольника в точке пересечения делят-
ся пополам, то этот четырехугольник – параллелограмм. 
Например, если ABCD  – четырехугольник, у которого диа-
гонали AC  и BD  пересекаются в точке O  и ; ,AO OC BO OD= =  
то ABCD  – параллелограмм. 
Пример 1.17. Одна из сторон параллелограмма равна 12 ńě ,  большая диа-
гональ – 28 ńě ,  а тупой угол – 120 .°  Найдите периметр этого параллело-
грамма. 
Решение. Пусть ABCD  – параллелограмм; 
12 ńě ;AB =  28 ńě ;AC =  120BÐ = °  (рис. 1.71). 
Обозначим ńě ,BC x=  тогда из ABC  по тео-
реме косинусов найдем сторону :BC  
2 2 2 2 cos120 .AC AB BC AB BC= + - × °  Получим: 
 
Рисунок 1.71 
2 2 2 2128 12 2 12 12 640 0.
2
x x x xæ ö= + - × × × - Û + - =ç ÷
è ø
 Решая данное уравнение 
найдем: 20x =  (корень 32x = -  не удовлетворяет условию задачи). Зна-
чит 20 ńě .BC =  ( ) ( )12 20 2 64 ńě .ABCDP = + × =  
Ответ: 64 ńě .ABCDP =  
4.2.2. Прямоугольник 
Прямоугольник – это параллелограмм, у 
которого все углы прямые. 
На рисунке 1.72 ABCD  – прямоугольник. 
 
Рисунок 1.72 
Свойства прямоугольника 
1. Все свойства параллелограмма. 
2. Диагонали прямоугольника равны. 
AC BD= . 
3. Квадрат диагонали прямоугольника равен сумме квадратов 
его соседних сторон. 
2 2 2AC AD DC= + . 
Сформулируем признаки, по которым можно определить, 
что данный четырехугольник – прямоугольник. 
A  
B  C
D  
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Признаки прямоугольника 
1. Если в параллелограмме один угол прямой, то он является 
прямоугольником. 
Например, если ABCD  – параллелограмм, у которого 
90 ,AÐ = o  то ABCD  – прямоугольник. 
2. Если в параллелограмме диагонали равны, то он является 
прямоугольником. 
Например, если ABCD  – параллелограмм, у которого 
,AC BD=  то ABCD  – прямоугольник. 
Пример 1.18. Биссектриса угла D  прямоугольника ABCD  пересекает сто-
рону AB  в точке ,M  5 ńě ,BM =  3 ńě .AD =  Найдите периметр прямо-
угольника. 
Решение. AMD MDCÐ = Ð  как внутренние разно-
сторонние (рис. 1.73), тогда ,AMD ADMÐ = Ð  
значит AMD  – равнобедренный, 
3 ńě ;AM AD= =  3 5 8 ńě .AB = + =   
( ) ( ) ( )2 2 3 8 22 ńě .ABCDP AD AM= × + = × + =  
 
Рисунок 1.73 
Ответ: 22 ńě .ABCDP =  
4.2.3. Ромб 
Ромб – это параллелограмм, у которого все 
стороны равны. 
На рисунке 1.74 ABCD  – ромб.  
Рисунок 1.74 
Свойства ромба 
1. Все свойства параллелограмма. 
2. Диагонали ромба пересекаются под прямым углом (взаимно 
перпендикулярны). 
AC BD^ . 
3. Диагонали ромба являются биссектрисами его углов. 
AC  – биссектриса AÐ  и ;CÐ  BD  – биссектриса BÐ  и DÐ . 
A  
B  
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Сформулируем признак, по которому можно определить, 
что данный четырехугольник – ромб. 
Признак ромба 
Если в четырехугольнике все стороны равны, то этот четырех-
угольник – ромб. 
Например, если ABCD  – четырехугольник, у которого 
,AB BC CD DA= = =  то ABCD  – ромб. 
Пример 1.19. Диагонали ромба равны 12 ńě  и 16 ńě . Найдите периметр 
ромба. 
Решение. Пусть ABCD  – ромб (рис. 1.75), 
12 ńě ,AC =  16 ńě ,BD =  O  – точка пересечения 
диагоналей. По свойству диагоналей ромба ABO  
– прямоугольный, 90 ;AOBÐ = °  1 6 ńě ,
2
AO AC= =  
 
Рисунок 1.75 
1 8 ńě .
2
BO BD= =  Тогда по теореме Пифагора: 2 2 2.AB AO OB= +  
2 26 8 10 ńě .AB AB= + Þ =  ( )4 10 40 ńě .ABCDP = × =  
Ответ: 40 ńě .ABCDP =  
4.2.4. Квадрат 
Квадрат – это параллелограмм, у которого 
все стороны равны, а все углы прямые. 
Также можно сказать, что квадрат – это: 
1) прямоугольник, у которого все стороны равны; 
2) ромб, у которого все углы прямые. 
На рисунке 1.76 ABCD  – квадрат. 
 
Рисунок 1.76 
Свойства квадрата 
Квадрат имеет все свойства прямоугольника и ромба. 
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4.2.5. Трапеция 
Трапеция – это четырехугольник, у которого две стороны 
параллельны, а две другие не параллельны. Параллельные сторо-
ны называются основаниями трапеции, непараллельные – боко-
выми сторонами. 
Высотой трапеции называют расстояние между ее основа-
ниями. 
Средняя линия трапеции – отрезок соединяющий середи-
ны ее боковых сторон. 
На рисунке 1.77 ABCD  – трапеция;  
BC  и AD  – основания трапеции, BC AD ;  
AB  и CD  – боковые стороны;  
BE KF=  – высоты трапеции;  
MN  – средняя линия трапеции. 
 
Рисунок 1.77 
Свойства трапеции 
1. Сумма углов трапеции, прилегающих к боковой стороне, рав-
на 180o . 
180A B C DÐ + Ð = Ð + Ð = o  (рис. 1.77). 
2. Средняя линия трапеции параллельна основаниям и равна их 
полусумме:  ,
2
a bm +=  
где m  – средняя линия трапеции, a  и b  – длины оснований. 
;MN AD MN BC   и 
2
AD BCMN +=  (рис. 1.77). 
3. Треугольники, образованные основаниями и 
отрезками диагоналей, – подобны. Коэффи-
циент подобия равен отношению оснований 
трапеции. 
BEC ;DEA  BCk
AD
=  (рис. 1.78). 
 
Рисунок 1.78 
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Отдельно рассмотрим свойства равнобокой и прямоугольной 
трапеций. 
Равнобокая (равнобедренная) трапеция – 
это трапеция, у которой боковые стороны равны. 
На рисунке 1.79 ABCD  – равнобокая тра-
пеция; AB CD= .  Рисунок 1.79 
Свойства равнобокой трапеции 
1. Углы при основании равнобокой трапеции равны. 
;A D B CÐ = Ð Ð = Ð  (рис. 1.79). 
2. Диагонали равнобокой трапеции равны. 
AC BD=  (рис. 1.79). 
3. Проекции  боковых  сторон  равнобокой трапеции равны полу- 
разности ее основ. 
На рисунке 1.80 ABCD  – равнобокая тра-
пеция; ее основания ;BC a=  ,AD b=  тогда 
2
b aAM KD -= =  
2
a bAK MD m+Þ = = = . 
 
Рисунок 1.80 
Прямоугольная трапеция – это трапеция, 
у которой одна боковая сторона перпендикуляр-
на основанию. 
В прямоугольной трапеции меньшая боко-
вая сторона является ее высотой. 
 
Рисунок 1.81 
На рис. 1.81 ABCD  – прямоугольная трапеция; ňđŕďĺ öččAB h= . 
Пример 1.20. В трапеции KLMN  длины основания ,KN  диагонали KM  и 
боковой стороны KL  равны .a  А длина диагонали LN  равна .b  Найдите 
длину боковой стороны .MN  
Решение. Пусть LH  и MP  – высоты трапеции. Обозначим HK x=  
(рис. 1.82). 
Из прямоугольного треугольника HLK  ( 90HÐ = o ) по теореме Пифагора 
найдем: 2 2 2 2 .LH LK HK LH a x= - Þ = -  
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Из прямоугольного треугольника HLN  
( 90HÐ = o ) по теореме Пифагора получим: 
( )22 2 2 2 2 2
2 22 2 .
LH NH LN a x a x b
ax b a
+ = Þ - + + = Û
Û = -
 
Треугольники HLK  и PMK  равны как прямо-
угольные по катету ( HL MP= ) и гипотенузе 
( LK MK= ), поэтому .KP HK x= =  
 
Рисунок 1.82 
В прямоугольном треугольнике MPN  катет 2 2 ,MP a x= -  .PN a x= -  
Тогда по теореме Пифагора ( )22 2 2 2 2 2MN MP PN MN a x a x= + Þ = - + - =  
( )2 2 2 2 2 22 2 2 2 4 .a ax a b a a b= - = - - = -  Значит 2 24 .MN a b= -  
Ответ. 2 24 .a b-  
 
Ответьте на вопросы 
1. Дайте характеристику ломаной. 
2. Что такое многоугольник? Какие свойства сторон и углов 
многоугольника вы знаете? 
3. Какой многоугольник называется правильным? Какие пра-
вильные многоугольники вы знаете? 
4. Какая фигура называется четырехугольником? Какие верши-
ны четырехугольника называются соседними, а какие – про-
тиволежащими? 
5. Что такое параллелограмм? Назовите его свойства. 
6. Что такое прямоугольник? Назовите его свойства. 
7. Что такое ромб? Назовите его свойства. 
8. Что такое квадрат? Назовите его свойства. 
9. Что такое трапеция? Назовите свойства трапеции. 
10. Какая трапеция называется равнобокой, а какая прямоуголь-
ной? Назовите свойства равнобокой трапеции. 
s 
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Задания для самостоятельной работы № 4 
I. Найдите внутренний и внешний углы правильного вось-
миугольника.  
II. Сколько сторон у правильного многоугольника, угол кото-
рого равен 140 .°   
III. Найдите углы параллелограмма, если их градусные меты 
относятся как 2 : 7.  
IV . Большая диагональ ромба равна ,c  а тупой угол – .a  Най-
дите периметр ромба. 
V . Перпендикуляр, опущенный из точки пересечения диаго-
налей ромба на его сторону, делит ее на два отрезка, один из ко-
торых на 5 см больше другого. Найдите периметр ромба, если 
длина этого перпендикуляра равна 6 см. 
VI. Высота параллелограмма, проведенная из вершины тупого 
угла, равна 6 ńě  и делит сторону параллелограмма пополам. Най-
дите меньшую диагональ параллелограмма, если его острый угол 
равен 30 .°   
VII. Основания трапеции относятся как 3 : 7, а ее средняя ли-
ния равна 40 ńě . Найдите основания трапеции. 
VIII. Найдите высоту рав-
нобокой трапеции, основания которой равны 23 ńě  и 17 ńě ,  а 
диагональ 25 ńě . 
IX. Биссектриса угла A  параллелограмма ABCD  пересекает 
диагональ BD  и сторону BC  в точках E  и F  соответственно, 
: 2 : 7.BE ED =  Найдите отношение : .BF FC  
X. Меньшая диагональ прямоугольной трапеции делит ее 
тупой угол пополам, а другую диагональ делит в отношении 5 : 2,  
считая от вершины острого угла. Найдите периметр трапеции, ес-
ли ее меньшая боковая сторона равна 12 ńě . 
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XI. Одно из оснований равнобокой трапеции в два раза 
больше другого, а боковые стороны равны меньшему основанию. 
Найдите углы данной трапеции. 
XII. Диагональ равнобокой трапеции перпендикулярна боко-
вой стороне, а основания равны 7 ńě  и25 ńě . Найдите длины от-
резков, на которые диагональ делит высоту трапеции, проведен-
ную из вершины тупого угла. 
XIII. Меньшее основание равнобокой трапеции равно ее боко-
вой стороне, а диагональ перпендикулярна боковой стороне. Най-
дите углы данной трапеции. 
XIV . В трапеции ABCD  известно, что ,BC AD  8 ńě ,AD =  
4 3 ńě .CD =  Окружность, проходящая через точки ,A  B  и ,C  
пересекает отрезок AD  в точке ,K  60 .AKBÐ = °  Найдите .BK  
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5. ВПИСАННЫЕ И ОПИСАННЫЕ МНОГОУГОЛЬНИКИ 
5.1. Вписанные и описанные многоугольники 
Многоугольник называется вписанным в 
окружность, если все его вершины лежат на ок-
ружности. Или говорят, что окружность описана 
около многоугольника (рис. 1.83). 
 
Рисунок 1.83 
Многоугольник называется описанным 
около окружности, если все его стороны являют-
ся касательными к окружности. Или говорят, что 
окружность вписана в многоугольник (рис. 1.84). 
 
Рисунок 1.84 
5.2. Вписанные и описанные треугольники 
Окружность называется описанной около треугольника, ес-
ли она проходит через все его вершины. Центр описанной ок-
ружности является точкой пересечения серединных перпендику- 
ляров к сторонам треугольника (рис. 1.85). 
На рисунке 1.85 ,OK  OL  и OM  – серединные 
перпендикуляры к сторонам треугольника ,ABC  
значит OK AB^  и ,AK KB=  OL BC^  и ,BL LC=  
OM AC^  и ;CM MA=  отрезок OA R=  – радиус 
описанной окружности. 
 
Рисунок 1.85 
 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Радиус окружности, описанной около треугольника, можно 
найти по формулам:  
4
abcR
S
=    или    ,
2sin 2sin 2sin
a b cR
a b g
= = =  
где , ,a b c  – стороны треугольника, , ,a b g  – углы, противоле-
жащие соответственно сторонам , , ;a b c  S  – площадь тре-
угольника. 
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Центр окружности, описанной около треугольника, лежит: 
а) в середине треугольника, если треугольник остроугольный 
(рис. 1.86 а); 
б) вне треугольника, если треугольник тупоугольный 
(рис. 1.86 б); 
в) на гипотенузе треугольника, если треугольник прямоуголь-
ный, и тогда радиус окружности равен половине гипотенузы: 
2
cR =  (рис. 1.86 в). 
 
Рисунок 1.86 
Окружность называется вписанной в треугольник, если она 
касается всех его сторон. Центр вписанной окружности явля-
ется точкой пересечения биссектрис внутренних углов треуголь-
ника (рис. 1.87). 
Радиусы вписанной окружности, проведенные в точки каса-
ния, перпендикулярны сторонам треугольника. Точки касания от-
секают от сторон треугольника три пары равных между собой от-
резков. 
 
Рисунок 1.87 
 
Рисунок 1.88 
На рисунке 1.88 OK OL OM r= = = ; 
 ,OK AB^  ,OL BC^  ;OM AC^  
,AK AM= ,BK BL= .CM CL=  
O  
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ЗАПОМНИТЕ! 
Радиус окружности, вписанной в треугольник, можно най-
ти по формулам: 
Sr
p
=    или    1 1 1 1 ,
a b cr h h h
= + +  
где S  – площадь треугольника; 
2
a b cp + +=  – полупериметр; 
, ,a b ch h h  – высоты треугольника, проведенные соответственно 
к сторонам , , .a b c   
 
Если окружность вписана в прямоугольный 
треугольник (рис. 1.89), то: OK OM OD r= = =  
(CKOM  – квадрат), а радиус вписанной окруж-
ности можно найти по формуле: 
,
2
ab a b cr
a b c
+ -= =
+ +
 
где ,a b  – катеты, c  – гипотенуза прямоугольно-
го треугольника. 
 
Рисунок 1.89 
Пример 1.21. В прямоугольном треугольнике точка касания вписанной ок-
ружности делит гипотенузу на отрезки длиной 5 и 12 см. Найдите катеты 
треугольника. 
Решение. Пусть ABC  – данный прямоугольный 
треугольник, 90 .ACBÐ = o  ,M  ,N  K  – точки ка-
сания сторон треугольника с вписанной окруж-
ностью; 5ńě ;AK =  12 ńěBK =  (рис. 1.90). 
По свойству касательных к окружности, прове-
денных из одной точки, получим: ,AN AK=  
,BK BM=  .CM CN=  
 
Рисунок 1.90 
CMON  – квадрат, следовательно .CM CN r= =   
Тогда 5;AC r= +  12.BC r= +  По теореме Пифагора 2 2 2AB AC BC= + Þ   
( ) ( )2 2 2 1 25 12 289 17 60 0 20; 3.r r r r r rÞ + + + = Û + - = Þ = - =  Значение 
20r = -  не является решением, т.к. по условию задачи 0.r >  Значит, 
3 ńě ;r =  8 ńě ;AC =  15 ńě .BC =  
Ответ. 8 ńě ;AC =  15 ńě .BC =  
N  
K  
C  B  
A  
O  
M
O  r  
r  
A  
C  B  
K  
D  
M  
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5.3. Вписанные и описанные четырехугольники 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Если четырехугольник вписан в окружность, то сумма 
его противоположных углов равна 180 .o  
Если в четырехугольнике сумма противоположных углов 
равна 180 ,o  то вокруг него можно описать окружность. 
 
На рисунке 1.91 четырехугольник ABCD  впи-
сан в окружность, значит: 
180 .A C B DÐ + Ð = Ð + Ð = o  
В окружность можно вписать прямоугольник,  
 
Рисунок 1.91 
квадрат и равнобокую трапецию. Значит, если параллелограмм 
вписан в окружность, то он является прямоугольником, а если 
трапеция вписана в окружность, то она – равнобокая. 
Центр окружности, описанной вокруг четырехугольника, 
является точкой пересечения всех четырех серединных перпен-
дикуляров к сторонам этого четырехугольника. 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Если четырехугольник описан вокруг окружности, то 
суммы длин его противоположных сторон равны. 
Если в четырехугольнике суммы длин противоположных 
сторон равны, то в него можно вписать окружность. 
 
На рисунке 1.92 четырехугольник ABCD  
описан вокруг окружности, значит: 
.AB CD BC AD+ = +  
Около окружности можно описать ромб, 
квадрат и трапецию. 
 
Рисунок 1.92 
A  
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D  
A  
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Центр окружности, вписанной в четырехугольник, явля-
ется точкой пересечения всех четырех биссектрис углов этого че-
тырехугольника. 
Пример 1.22. Прямоугольная трапеция описана около окружности. Найди-
те радиус окружности, если длины оснований трапеции равны a  и .b  
Решение. Пусть ABCD  – прямоугольная трапеция (рис. 1.93), BC b= , 
,AD a=  r  – радиус вписанной окружности, тогда 2 .AB r=   
В трапецию вписана окружность, поэтому суммы длин противолежащих 
сторон равны: ,BC AD AB CD+ = +  следовательно 2 .CD a b r= + -  
Пусть ,CK AB^  тогда 2CK AB r= =  и .KD a b= -  По 
теореме Пифагора для CKD  ( 90KÐ = ° ) имеем: 
2 2 2 ,CD CK KD= +  т.е. ( ) ( )2 222 4 ,a b r r a b+ - = + -  
откуда получим: .abr
a b
=
+
 
Ответ. .abr
a b
=
+
 
 
Рисунок 1.93 
5.4. Вписанные и описанные правильные многоугольники 
Окружность всегда можно вписать в правильный много-
угольник и описать около него. Центры вписанной и описанной 
вокруг правильного многоугольника окружностей совпадают. 
На рисунке 1.94 показан вписанный в окружность правиль-
ный n -угольник, в котором:  
O  – центр вписанной и описанной окружностей; 
AOBÐ  – центральный угол правильного n -угольника, 
360AOB
n
°Ð = ;  
1 ,
2
AOBb = Ð  180 ;
n
b =
o
 
nAB a=  – сторона n -угольника;  
nOA R=  – радиус описанной окружности;  
nOC r=  – радиус вписанной окружности. 
 
Рисунок 1.94 
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Радиус nR  описанной окружности и радиус nr  вписанной ок-
ружности для правильного n -угольника со стороной na  и числом 
сторон n  можно найти из прямоугольного треугольника AOC , в 
котором ,
2
naAC =  180
n
b =
o
 – половина центрального угла n -
угольника.  
Из соотношений sin
2
n
n
a
R
b =  и tg
2
n
n
a
r
b =  получим: 
;
1802sin
n
n
aR
n
=
o
    .
1802tg
n
n
ar
n
=
o
 
При 3n =  (для правильного треугольника) 3 ;
3
aR =  3
6
ar = . 
При 4n =  (для правильного четырехугольника) 2 ;
2
aR =  
2
ar = . 
При 6n =  (для правильного шестиугольника) ;R a=  3 .
2
ar =  
Таблица 1.10 – Связь между стороной правильного 
n -угольника и радиусами описанной и вписанной окружностей 
 n  3n =  4n =  6n =  
nR  
;
1802sin
na
n
o
 
3
a  
2
a  a  
nr  
.
1802tg
na
n
o
 
2 3
a  
2
a  3
2
a  
Пример 1.23. В окружность вписаны правильный треугольник и квадрат, 
сумма периметров которых равна ( )15 3 20 2 ńě .+  Найдите периметр 
описанного около данной окружности правильного шестиугольника. 
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Решение. Обозначим радиус окружности ,R  сторону правильного тре-
угольника 3;a  а сторону квадрате – 4.a  Тогда 3 3;a R=  4 2.a R=  
Периметр треугольника 3 3 3;P R=  а периметр квадрата 4 4 2.P R=  По 
условию 3 4 15 3 20 2P P+ = + Þ 3 3 4 2 15 3 20 2R R+ = + Þ 5 ńě .R =  
Правильный шестиугольник описан около окружности, значит 66
3.
2
ar =  
По условию 6 ,r R=  тогда получим: 6 6
3 105 .
2 3
a a= Þ =  
Найдем периметр шестиугольника: 6 6
606 20 3 ńě .
3
P a= × = =  
Ответ. 20 3 ńě . 
 
 
Ответьте на вопросы 
1. Какой многоугольник называется вписанным в окружность, а 
какой – описанным около окружности?  
2. Какие свойства вписанных и описанных четырехугольников 
вы знаете?  
3. Какая окружность называется описанной около треугольни-
ка? Где находится центр описанной окружности? 
4. Какая окружность называется вписанной в треугольник? Где 
находится центр вписанной окружности? 
5. Как связаны между собой сторона правильного многоуголь-
ника и радиусы вписанной и описанной около него окружно-
стей? 
 
 
Задания для самостоятельной работы № 5 
I. Чему равен радиус окружности, описанной около пра-
вильного треугольника со стороной 12 см.  
II. Стороны треугольника равны 6 ńě ,  25 ńě ,  и 29 ńě . Найди-
те радиус вписанной окружности данного треугольника.  
s 
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III. В окружность вписан квадрат со стороной 9 2 ńě . Найди-
те сторону правильного треугольника, описанного около этой ок-
ружности. 
IV . Чему равна площадь круга, вписанного в квадрат со сто-
роной 10 ńě ? 
V . Центр окружности, описанной около трапеции, принадле-
жит большему основанию, а боковая сторона равна меньшему ос-
нованию. Найдите углы трапеции. 
VI. Точка касания окружности, вписанной в прямоугольный 
треугольник, делит один из катетов на отрезки 2 ńě  и 8 ńě ,  счи-
тая от вершины прямого угла. Найдите периметр треугольника.  
VII. Найдите диагональ и боковую сторону равнобокой трапе-
ции с основаниями 20 см и 12 см, если известно, что центр опи-
санной окружности лежит на большем основании трапеции. 
VIII. Около окружности с диаметром 15 см описана равнобо-
кая трапеция с боковой стороной, равной 17 см. Найдите основа-
ния трапеции. 
IX. Вписанная окружность прямоугольного треугольника 
ABC  касается гипотенузы AB  в точке .K  Найдите радиус впи-
санной окружности, если 4 ńě ,AK =  6 ńě .BK =  
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6. ПЛОЩАДИ ФИГУР 
6.1. Понятие площади 
Величина части плоскости, ограниченной многоугольником 
или любой другой плоской замкнутой фигурой, называется пло-
щадью этой фигуры. Обычно площадь обозначается буквой S. 
Площадь многоугольника – это положительное число, обла-
дающее следующими свойствами: 
1) Равные многоугольники имеют равные площади. 
2) Если многоугольник составлен из нескольких многоугольни-
ков, то его площадь равна сумме площадей этих многоуголь-
ников. 
3) Площадь квадрата со стороной, равной единице измерения, 
равна единице площади. 
Многоугольники, имеющие равные площади называются 
равновеликими. 
6.2. Площадь треугольника  
Рассмотрим ABC  (рис. 1.95) и обозначим: 
,a  ,b  c  – длины сторон ,ABC  лежащие соот-
ветственно против углов ,A aÐ =  B bÐ =  и 
;C gÐ =   
2
a b cp + +=  – полупериметр ;ABC  
 
Рисунок 1.95 
S  – площадь ;ABC   
R  и r  – радиусы описанной и вписанной окружностей; 
,ah  ,bh  ch  – длины высот, проведенных соответственно к сторо-
нам ,a  b  и c . 
A  
C  B  
ah  
c
a  
b  
b  
a  
g  
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Площадь треугольника вычисляется по формулам: 
1. 1 1 1
2 2 2a b c
S ah bh ch= = =  – половина произведения стороны на 
высоту, проведенную к этой стороне; 
2. 1 1 1sin sin sin
2 2 2
S ab bc acg a b= = =  – половина произведения 
двух сторон на синус угла между ними; 
3. ( )( )( )S p p a p b p c= - - -  – формула Герона; 
4. 
4
abcS
R
=  – произведение сторон, деленное на четыре радиуса 
описанной окружности; 
5. S pr=  – произведение полупериметра на радиус вписанной 
окружности. 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Площадь правильного треугольника 
2 3
4
aS = . 
Площадь прямоугольного треугольника 1 ,
2
S ab=   
где a  и b  – катеты. 
Пример 1.24. В прямоугольном треугольнике ABC  с гипотенузой AB  про-
ведены медиана CM  и высота .CD  Площадь треугольника ABC  равна 
10 см2, а площадь треугольника CDM  равна 3 см2. Найдите длину гипо-
тенузы (рис. 1.96). 
Решение. Из условия, AB  – гипотенуза, значит 
90 ,CÐ = o  тогда CM  – это медиана, проведенная на 
гипотенузу. Длина этой медианы 1 .
2
CM AB=  
Пусть ,AB c=  ,CD h=  DM x=  .
2
cCMÞ =  
 
Рисунок 1.96 
Используя формулу 1
2 a
S ah=  (где a  – сторона, ah  – высота, опущенная 
на эту сторону), запишем: 1
2ABC
S AB CD= ×    и   
1 .
2CDM
S DM CD= ×  
CA  
B
M  
D  
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Тогда условие задачи можно записать так: 1 10
2
ch =  и 1 3.
2
xh =   
Выразим h  и x  через ,c  получим: 20 ;h
c
=  3 .
10
x c=  
Треугольник CDM  – прямоугольный, с прямым углом .D  Тогда по тео-
реме Пифагора: 2 2 2 ,CM CD DM= +  т.е. 
2
2 2.
4
c h x= +  
Подставим h  и x  в полученное уравнение и найдем: 5 2 5 2.c AB= Þ =   
Ответ. 5 2.AB =  
6.3. Площадь четырехугольника 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Площадь четырехугольника равна половине произведения 
диагоналей на синус угла между ними: 
1 2
1 sin
2
S d d j= . 
 
Формулы для нахождения площадей четырехугольников ос-
новных видов приведены в таблице 1.11. 
Таблица 1.11 – Площади четырехугольников 
Четырехугольник Формулы Рисунок 
Прямоугольник S ab=  
21 sin
2
S d j=  
 
Квадрат 
2S a=  
21
2
S d=  
 
Параллелограмм aS ah=  
sinS ab a=  
1 2
1 sin
2
S d d j=   
d
d
a  
a  
a  
b  
d  
d  
j  
2d  
j  
a  
ah  
1d
a  
b  
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Продолжение таблицы 1.11 
Четырехугольник Формулы Рисунок 
Ромб S ah=  
2 sinS a a=  
1 2
1
2
S d d=  
 
 
Трапеция 
2
a bS h+= ×  
S mh= , где m  – средняя 
линия трапеции 
1 2
1 sin
2
S d d j=  
 
 
Пример 1.25. Найти площадь трапеции ,ABCD  если известно, что 1d  и 2d  
– это диагонали, а h  – высота трапеции. 
Решение. Рассмотрим трапецию ,ABCD  в которой 1BD d=  и 2AC d=  (рис. 
1.97). Через точку D  проведем прямую DK  параллельно диагонали .AC  
Получим четырехугольник ,ACKD  в ко-
тором противолежащие стороны попар-
но параллельны. Значит ACKD  – это па-
раллелограмм и его противолежащие 
стороны равны, т.е. 2DK AC d= =  и 
.CK AD=  
Из последнего равенства следует, что 
 
Рисунок 1.97 
,BK BC CK BC AD= + = +  т.е. длина отрезка BK  равна сумме длин ос-
нований трапеции. 
Площадь трапеции находится по формуле ,
2
a bS h+=  где a  и b  – осно-
вания трапеции, h  – высота трапеции. Значит площадь трапеции ABCD  
будет равна: 1 .
2ABCD
S BK h= ×  
Пусть ,DM BK^  тогда .DM h=  Из прямоугольных треугольников 
BMD  и DMK  по теореме Пифагора находим длины отрезков BM  и 
MK : 2 2 2 21 ;BM BD DM d h= - = -  
2 2 2 2
2 .MK DK DM d h= - = -  
Тогда, площадь трапеции будет равна: ( )2 2 2 21 21 .2ABCDS h d h d h= - + -  
a  
a  
a  h  
1d  
2d  
a  
b  
j  
h  
2d  1d  
C
A  
B  
2d  
D  
M  K  
h  1d  
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В этом примере при помощи дополнительного построения мы получили 
треугольник, площадь которого равна площади трапеции. 
Ответ. ( )2 2 2 21 21 .2ABCDS h d h d h= - + -  
Пример 1.26. Периметр ромба равен 48 см. Сумма длин его диагоналей 
равна 26 см. Найдите площадь ромба. 
Решение. Пусть O  – точка пресечения диагоналей 
ромба ABCD  (рис. 1.98). Стороны ромба равны, т.е. 
12 ńě .
4
ABCDPAB BC CD DA= = = = =   
По условию 26ńě ,AC BD+ =  тогда 13ńě .BO OC+ =   
Рассмотрим :BOC  90OÐ = o . Пусть ,BO x=  тогда 
13 .OC x= -  По теореме Пифагора имеем: 
 
Рисунок 1.98 
( )22 2 213 12 2 26 25 0x x x x+ - = Û - + = , т.е. 226 2 25x x- = . 
Площадь ромба находится по формуле: 1 2
1 .
2
S d d=   
2 ,BD x=  26 2 ,AC x= -  тогда ( ) ( )2 22 26 2 26 2 25 ńě .2ABCD
x x
S x x
-
= = - =  
Ответ. 225 ńě .ABCDS =  
6.4. Площадь многоугольника. Площадь описанного мно-
гоугольника 
Площадь любого многоугольника равна сумме площадей 
треугольников и трапеций, на которые может быть разбит дан-
ный многоугольник.  
Например, выпуклый многоугольник можно 
разбить на треугольники его диагоналями 
(рис. 1.99), тогда 
ABCDE ABC ACD ADES S S S= + +   . 
 
Рисунок 1.99 
Площадь описанного многоугольника равна 
произведению его полупериметра на радиус ок-
ружности, вписанной в этой многоугольник 
(рис. 1.100):                    S pr= . 
 
Рисунок 1.100 
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6.5. Площадь круга и его частей 
Площадь круга радиуса R  находится по формуле: 
2S Rp= . 
Площадь кругового сектора, который соответствует цен-
тральному углу в a  градусов (рис. 1.101), находится по формуле:  
2
360
RS p a= × o
o
. 
Площадь кругового сегмента, который соответствует цен-
тральному углу в a  градусов, находится по формуле:  
а) ęđóăî âî ăî ęđóăî âî ăî
ńĺ ăě ĺ í ňŕ ńĺ ęňî đŕ
,AOBS S S= -   если 180a <
o (рис. 1.102); 
б) ęđóăî âî ăî ęđóăî âî ăî
ńĺ ăě ĺ í ňŕ ńĺ ęňî đŕ
,AOBS S S= +   если 180a >
o (рис. 1.103). 
 
Рисунок 1.101 
 
Рисунок 1.102 
 
Рисунок 1.103 
Пример 1.27. Дан правильный шестиугольник, сторона которого равна .a  В 
него вписана окружность и около него описана окружность. Найти пло-
щадь кругового кольца, заключенного между этими окружностями. 
Решение Пусть O  – центр заданного шестиугольника 
(рис. 1.104), r  и R  – это, соответственно, радиусы 
вписанной и описанной окружностей. 
Треугольник ABO  – правильный, поэтому 
;R AO BO AB a= = = =  3 .
2
ar KO= =  Значит, пло-
щадь кругового кольца будет: 2 2S R rp p= - =  
( )
2 2
2 2 2 3 .
4 4
a aR r a pp p æ ö= - = - =ç ÷
è ø
 
 
Рисунок 1.104 
Ответ. 
2
.
4
ap  
B  A  
O  
a  
R  
a  O  
B  A  
O  
a  
K  
O  
R  
r  
A  B  
C  
D  E  
F  
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6.6. Площади подобных фигур 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Отношение площадей подобных многоугольников равно 
отношению квадратов их соответствующих сторон или квадрату 
коэффициента подобия. 
Например, если ABC 1 1 1,A B C  то 
1 1 1
2
2
1 1
ABC
A B C
S AB k
S A B
æ ö= =ç ÷
è ø


. 
Пример 1.28. В квадрат ABCD  вписан другой квад-
рат ,KLMN  так что его вершины лежат на сторо-
нах первого квадрата, а стороны составляют со 
сторонами первого квадрата углы по 30 .o  Какую 
часть площади данного квадрата составляет пло-
щадь вписанного квадрата? (рис.  1.105) 
Решение. Рассмотрим :AKL  90 ;AÐ = o  30 ,KÐ = o  
значит 1 ;
2
AL KL=  3 .
2
AK KL=  
 
Рисунок 1.105 
В нашем случае AKL BLM CMN DNK= = =     (по равным гипотенузам 
и острым углам), поэтому .AK BL CM DN= = =  Тогда 
1 3
2AB AL LB AL AK KL
+= + = + =  
22 1 3 2 3 .
2 2
ABCD
KLMN
S AB
S KL
æ ö+ +æ öÞ = = =ç ÷ ç ÷è ø è ø
 
Ответ. 2 3 .
2
ABCD
KLMN
S
S
+=  
Пример 1.29. В ABC  со сторонами 15ńě ,AB =  16ńěBC =  и 9ńěAC =  
через точку пересечения медиан O  проведены прямые PQ AB  и 
.MN AC  Найдите площадь треугольника OQN  (рис. 1.106). 
Решение. Площадь ABC  найдем по формуле Герона:  
( )( )( ),S p p a p b p c= - - -  где 15 16 9 20,2 2
AB AC BCp + + + += = =   
тогда  ( )( )( )20 20 15 20 16 20 9 20 5 4 11 20 11.S = - - - = × × × =  
PQC .ABC  Точка пересечения медиан (точка O ) делит медиану 
CD  в отношении 2 :1.  Значит : 2 :1,CO OD =  тогда  по  теореме  Фалеса: 
30o
30o  
L  
K  
M  
N  
A  B  
C  D  
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: 2 :1.QC QB =  Следовательно : 2 :3,QC BC =  
значит коэффициент подобия этих треуголь-
ников 2 .
3
k =  Тогда 
2
2 2 4.
3 9
PQC
ABC
S
k
S
æ ö= = =ç ÷
è ø


 
OQN PQC  с коэффициентом подобия 
1,
2
 т.к. ON  – средняя линия треугольника 
PQC . Тогда 
21 1.
2 4
OQN
PQC
S
S
æ ö= =ç ÷
è ø


 
 
Рисунок 1.106 
Найдем отношение ,OQN
ABC
S
S


 для чего умножим и разделим его на .PQCS  
Получим: 1 4 1 .
4 9 9
OQN OQN PQC OQN PQC
ABC ABC PQC PQC ABC
S S S S S
S S S S S
= × = × = × =    
    
  
Из равенства 1
9
OQN
ABC
S
S
=

 следует, что 20 11.
9 9
ABC
OQN
SS = =  
Ответ. 20 11.
9
 
 
Ответьте на вопросы 
1. Назовите свойства площади многоугольника. 
2. Напишите формулы для нахождения площади треугольника. 
3. Напишите формулы для нахождения площади прямоугольни-
ка, квадрата, параллелограмма, ромба, трапеции. 
4. Как найти площадь любого многоугольника? Напишите фор-
мулу для нахождения площади описанного многоугольника. 
5. Напишите формулы для нахождения площади круга, кругово-
го сегмента, кругового сектора. 
6. Чему равно отношение площадей подобных многоугольни-
ков? 
s 
A  C  P  
Q  
O  
B  
M N  
D  
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Задания для самостоятельной работы № 6 
I. Стороны параллелограмма равны 12 ńě  и 20 ńě ,  а угол 
между его высотами, проведенными из вершины тупого угла, – 
60 .°  Найдите площадь параллелограмма. 
II. Через середину диагонали AC  прямоугольника ABCD  
проведены прямая, которая пересекает стороны BC  и AD  прямо-
угольника в точках M  и K  соответственно, 15 ńě ,AC =  
4 ńě ,AK =  8 ńě .KD =  Вычислите площадь четырехугольника 
.AMCK  
III. Биссектриса острого угла параллелограмма делит его 
сторону в отношении 2 : 5,  считая от вершины тупого угла, равно-
го 120 .°  Вычислите площадь параллелограмма, если его периметр 
равен 54 ńě .  
IV . Перпендикуляр, проведенный из точки пересечения диа-
гоналей ромба к его стороне, делит эту сторону на отрезки дли-
ной 4 ńě  и 25 ńě . Найдите площадь ромба. 
V . Меньшая боковая сторона прямоугольной трапеции равна 
10 ńě ,а острый угол – 45 .°  Найдите площадь этой трапеции, если 
в нее можно вписать окружность. 
VI. Боковая сторона равнобедренного треугольника точкой 
касания вписанной окружности делится в отношении 12 : 25,  счи-
тая от вершины угла при основании треугольника. Найдите ради-
ус вписанной окружности, если площадь треугольника равна 
21680 ńě .  
VII. Центр окружности, вписанной в равнобедренный тре-
угольник, делит его высоту, опущенную на основание, на отрезки, 
дины которых равны 34 ńě  и 16 ńě . Найдите площадь данного 
треугольника. 
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VIII. Окружность, вписанная в равнобокую трапецию, делит 
точкой касания боковую сторону на отрезки длиной 8 ńě  и 18 ńě . 
Найдите площадь трапеции. 
IX. Высота равнобедренного треугольника, опущенная на 
основание, равна 20 ńě ,  а высота, опущенная на боковую сторо-
ну, – 24 ńě . Найдите площадь этого треугольника. 
X. Точка пересечения биссектрис острых углов при боль-
шем основании трапеции принадлежит ее меньшему основанию. 
Найдите площадь трапеции, если ее боковые стороны равны 
13 ńě  и 20 ńě ,  а высота – 12 ńě . 
XI. Площадь треугольника ABC  равна 240 ńě .  На медиане 
AM  отметили точку P  так, что : 2 : 3.AP PM =  Найдите площадь 
треугольника .BPM  
XII. Высота, проведенная к основанию равнобедренного тре-
угольника, равна H  и вдвое больше своей проекции на боковую 
сторону. Найдите площадь треугольника. 
XIII. У прямоугольной трапеции острый угол равен 60 .o  
Меньшее основание равно ,a большая боковая сторона равна 
.b Найдите площадь прямоугольной трапеции. 
XIV . Дана равнобокая трапеция. Ее площадь равна .S  Высота 
трапеции в два раза меньше ее боковой стороны. Найдите радиус 
вписанной окружности. 
XV . Дан ромб. Сумма длин его диагоналей равна ,m  а его 
площадь равна .S  Найдите сторону ромба. 
XVI. Вычислите площадь ромба, если его периметр равен 2 ,p  
а длины диагоналей относятся как : .m n  
XVII. Периметр прямоугольного треугольника равен 2 ,p  ги-
потенуза равна .c  Найдите площадь круга, вписанного в этот тре-
угольник. 
XVIII. В прямоугольном треугольнике ABC  на гипотенузу 
AB  опущена высота .CM  Площадь треугольник  
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ACM  равна 26 ńě ,  а площадь треугольника BCM  – 254 ńě . Най-
дите стороны треугольника .ABC  
XIX. В треугольнике MNK  известно, что 25 ńě ,MN NK= =  
14 ńě .MK =  К окружности, вписанной в этот треугольник, прове-
дена касательная, которая параллельна основанию MK  и пересе-
кает стороны MN  и NK  в точках F  и E  соответственно. Вычис-
лите площадь треугольника .FNE  
XX. Площадь треугольника ABC  равна 224 ńě .  На стороне 
AB  отметили точки D  и F  так, что 1 ,
4
AD BF AB= =  а на сторо-
не BC  – точки P  и M  так, что 1 .
4
CM BP BC= =  Найдите пло-
щадь четырехугольника .DFPM  
XXI. Докажите, что площадь прямоугольной трапеции, в кото-
рую можно вписать окружность, равна произведению ее основа-
ний. 
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СТЕРЕОМЕТРИЯ 
 
Лексика раздела 
апофема правильной пирами-
ды 
apothem of regular 
pyramid 
正多边形的边心
距 
боковая грань lateral face 侧面 
гексаэдр hexahedron 六面体 
грань face, side 面，晶面 
боковая грань lateral face, side face 侧面 
грань двухгранного угла side of dihedral angle 平面角 
додекаэдр dodecahedron 十二面体 
икосаэдр icosahedron 二十面体 
конус cone 锥体 
прямой конус right cone 高 
усеченный конус truncated cone 圆台 
куб cube 立方体 
многогранник polyhedron 多面体 
выпуклый многогранник convex polyhedron 凸多面体 
многогранный угол polyhedral angle 多面角 
объём volume 体积 
октаэдр octahedron 八面体 
ось axis 轴，中心轴 
ось вращения revolution axis 旋转轴 
параллелепипед parallelepiped 平行六面体 
наклонный параллелепипед oblique parallelepiped 斜六面体 
прямой параллелепипед right parallelepiped 正六面体 
прямоугольный параллеле-
пипед 
rectangular parallelepi-
ped 
长方体 
параллельный parallel 平行 
параллельный перенос parallel shift 平行位移 
пересекаться intersect 交叉 
перпендикулярный perpendicular 垂直 
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пирамида pyramid 棱锥体 
правильная пирамида regular pyramid 正棱锥 
треугольная пирамида triangular pyramid 三棱锥 
четырехугольная пирамида quadrangular pyramid 四角锥 
шестиугольная пирамида six-angular pyramid 六棱锥 
усеченная пирамида truncated pyramid 截棱锥 
плоский угол plane angle 平面角 
секущая плоскость secant plane 切断平面 
поверхность surface 表面积 
боковая поверхность lateral surface 侧面积 
полная поверхность complete surface 全面积 
правильный (многогранник) regular (polyhedron)  规则多面体 
призма prism 棱柱 
наклонная призма oblique prism 斜棱柱 
прямая призма right prism 直棱柱 
правильная призма regular prism 正棱柱 
пространство space 位置; 空间 
ребро edge 棱，边 
ребро двухгранного угла edge of dihedral angle 角的边 
сечение section 切面 
диагональное сечение  diagonal section 斜截面 
осевое сечение axled section 轴截面 
сечение многогранника section of polyhedron 多面体截面 
скрещивающиеся прямые skew lines 偏直线 
сфера sphere 球 
тело solid 几何体 
тело вращения solid of rotation 几何体的旋转轴 
тетраэдр tetrahedron 四面体 
угол angle 角 
двухгранный угол dihedral angle 二面角 
линейный угол linear angle 直线角 
трехгранный угол trihedral angle 三面角 
цилиндр cylinder 圆柱 
наклонный цилиндр oblique cylinder 斜柱 
образующие цилиндра elements of cylinder 圆柱母线 
прямой цилиндр straight cylinder 棱柱的棱 
шар ball 球体 
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шаровой ball, spherical 球状的 
шаровая поверхность ball surface 球面 
шаровой сегмент spherical segment 圆缺，球缺 
шаровой сектор spherical cone 扇形 
шаровой слой spherical layer 球层 
           
7. ПРЯМЫЕ И ПЛОСКОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ 
7.1. Геометрические фигуры в пространстве 
7.1.1. Основные геометрические фигуры 
Основными фигурами в пространстве являются точка, 
прямая, плоскость. 
  
Рисунок 2.1 
На рисунке 2.1 ,A B  – точки плоскости; l  – прямая; a  – 
плоскость. 
Рассмотрим основные аксиомы стереометрии. 
Аксиома 1. На любой плоскости, существуют точки, которые 
принадлежат этой плоскости, и точки, которые ей не принад-
лежат (рис. 2.2). 
Аксиома 2. Если две разные плоскости имеют общую точку, то 
они пересекаются по прямой, которая проходит через эту точ-
ку (рис. 2.3). 
Аксиома 3. Если две разные прямые имеют общую точку, то че-
рез них можно провести плоскость, причем только одну 
(рис. 2.4). 
a
 
A  
B  l  
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Рисунок 2.2 Рисунок 2.3 Рисунок 2.4 
Способы задания плоскости 
ü Через две пересекающиеся прямые можно провести только 
одну плоскость. 
ü Через две параллельные прямые можно провести только одну 
плоскость. 
ü Через прямую и точку, не лежащую на ней, можно провести 
только одну плоскость. 
ü Через три точки, не лежащие на одной прямой, можно провес-
ти только одну плоскость. 
7.1.2. Взаимное расположение прямых в пространстве 
Две прямые в пространстве могут: 
- пересекаться (иметь одну общую точку); 
- быть параллельными (лежать в одной плоскости и не пересе-
каться); 
- быть скрещивающимися (не лежать в одной плоскости и не 
пересекаться). 
Например, на рисунке 2.5 прямые a  и b  
– параллельные ( );a b  прямые b  и c  – пе-
ресекаются в точке A  ( );b c A=I  прямые a  
и c  – скрещивающиеся. 
  
Рисунок 2.5 
b  a  a  
A  
a b A=I  ;
;
A A
a A a
a b
a b
Î Î Þ
Þ = ÎI
 
a  
a  
b  
Aa  A  
M  
;A Ma aÎ Ï  
A  
a  b
a  
c  
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Теорема (Признак параллельности прямых). Если две прямые 
параллельны третьей прямой, то они параллельны между со-
бой. 
Теорема (Признак скрещивающихся прямых). Если одна прямая 
лежит в некоторой плоскости, а другая прямая пересекает эту 
плоскость, но не пересекает первую прямую, то эти прямые 
скрещивающиеся. 
Углом между скрещивающимися прямыми называется 
угол между пересекающимися прямыми, которые параллельны 
данным скрещивающимся прямым. Этот угол не зависит от того,  
какие взяты пересекающиеся прямые. 
Например, на рисунке 2.6 ,a c значит угол 
j  между прямыми c  и b  будет соответствовать 
углу между скрещивающимися прямыми a  и .b  
 
Рисунок 2.6 
Общим перпендикуляром двух скрещивающихся прямых 
называется отрезок, перпендикулярный к каждой из них. Концы 
этого отрезка лежат на этих прямых. 
Расстоянием между скрещивающимися прямыми назы-
вается длина их общего перпендикуляра. Эта длина равна рас-
стоянию между параллельными плоскостями, проходящими че-
рез эти прямые.  
Чтобы найти расстояние между скрещивающимися прямы-
ми, нужно провести через каждую из этих прямых плоскости, па-
раллельные между собой, и найти расстояние между этими плос-
костями. 
Например, на рисунке 2.7 скрещивающиеся 
прямые a  и b  лежат в параллельных плоскостях 
a  и ,b  значит отрезок MN  будет расстоянием 
между данными скрещивающимися прямыми.  
Рисунок 2.7 
j  a  
b  
c  a  
b  
a
b  
M  
N  
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7.1.3. Взаимное расположение прямой и плоскости в про-
странстве 
Прямая в пространстве может: 
– не иметь с плоскостью общих точек, т.е. быть параллельной 
плоскости (рис. 2.8 а); 
– иметь с плоскостью одну общую точку, т.е. пересекать плос-
кость (рис. 2.8 б); 
– иметь с плоскостью две и больше общих точек, т.е. лежать на 
плоскости (рис. 2.8 в). 
  
Рисунок 2.8 
Теорема (Признак параллельности прямой и плоскости). Если 
прямая, которая не принадлежит плоскости, параллельна ка-
кой-либо прямой в этой плоскости, то она параллельна и самой 
плоскости (рис. 2.9). 
  
Рисунок 2.9 
Прямая перпендикулярна плоскости, если она перпенди-
кулярна любой прямой в плоскости, проходящей через точку 
пресечения данной прямой и плоскости (рис. 2.10). 
a  
a  
Ĺńëč ; , ňî   .b a a ba aÎ   
b  
a  
a  
â) a aÎ  
K  
l  
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m  
ŕ ) m g  
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Рисунок 2.10 Рисунок 2.11 
Теорема (Признак перпендикулярности прямой и плоскости). Ес-
ли прямая перпендикулярна двум пересекающимся прямым, 
лежащим в плоскости, то она перпендикулярна данной плоско-
сти (рис. 2.11). 
Справедливы также следующие утверждения. 
ü Если прямая перпендикулярна плоскости, то она перпенди-
кулярна любой прямой в этой плоскости.  
ü Две прямые, перпендикулярные одной и той же плоскости, 
параллельны между собой (рис. 2.12). 
ü Если плоскость перпендикулярна одной из двух параллель-
ных прямых, то она перпендикулярна и другой. 
ü Если прямая перпендикулярна одной из двух параллельных 
плоскостей, то она перпендикулярна и другой плоскости 
(рис. 2.13). 
  
Рисунок 2.12 Рисунок 2.13 
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Перпендикуляром, опущенным из данной точки на данную 
плоскость, называется отрезок прямой, перпендикулярной плос-
кости, который соединяет данную точку с точкой плоскости. Ко-
нец этого отрезка, лежащий в плоскости, называется основанием 
перпендикуляра. 
Расстоянием от точки до плоскости называется длина 
перпендикуляра, опущенного из этой точки на плоскость. 
Наклонной, проведенной из точки к плоскости, называется 
любой отрезок, соединяющий данную точку с точкой плоскости и 
не являющийся перпендикуляром. Конец отрезка лежащий в 
плоскости, называется основанием наклонной. Отрезок, который 
соединяет основания наклонной и перпендикуляра, проведенных 
из одной и той же точки, называется проекцией наклонной на 
плоскость. 
На рисунке 2.14 отрезок AC  – наклон-
ная, проведенная из точки A  к плоскости 
a , точка C  – основание наклонной; отрезок 
AB  – перпендикуляр, опущенный из точки 
A  на плоскость ,a  точка B  – основание 
перпендикуляра; отрезок BC  – проекция 
наклонной. 
 
Рисунок 2.14 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Свойства наклонных, опущенных из одной точки 
1. Равные наклонные имеют равные проекции. 
2. Если проекции наклонных равны, то и сами наклонные равны. 
3. Бóльшая наклонная имеет бóльшую проекцию. 
5. Любая наклонная больше перпендикуляра, проведенного из 
той же точки. 
a  
A  
C  B  
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При решении задач стереометрии часто используют пря-
мую и обратную теоремы о трех перпендикулярах. 
Теорема о трех перпендикулярах. Если прямая на плоскости 
перпендикулярна проекции наклонной на эту плоскость, то она 
перпендикулярна и самой наклонной (рис. 2.15). 
Обратная теорема о трех перпендикулярах. Если прямая на 
плоскости перпендикулярна наклонной, то она перпендикуляр-
на и проекции наклонной на эту плоскость. 
 
Рисунок 2.15 
7.1.4. Взаимное расположение плоскостей в пространстве 
Две плоскости в пространстве могут: 
– пересекаться по прямой (иметь общие точки); 
– быть параллельными (не иметь общих точек). 
Теорема (Признак параллельности плоскостей). Если две пере-
секающиеся прямые одной плоскости параллельны двум пере-
секающимся прямым другой плоскости, то эти плоскости па-
раллельны (рис. 2.16). 
 
Рисунок 2.16 
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Справедливы также следующие утверждения: 
ü Через точку, не принадлежащую данной плоскости, можно 
провести плоскость, параллельную данной, и притом только 
одну. 
ü Если две плоскости параллельны третьей, то они параллель-
ны между собой. 
ü Если две параллельные плоскости пересекаются третьей 
плоскостью, то прямые их пересечения параллельны 
(рис. 2.17). 
ü Отрезки параллельных прямых, которые находятся между 
параллельными плоскостями, равны (рис. 2.18). 
ü Если прямая пересекает одну из двух параллельных плоско-
стей, то она пересекает и другую. 
ü Все прямые, которые проходят через данную точку парал-
лельно данной плоскости, лежат в одной плоскости, парал-
лельной данной (рис. 2.19). 
ü Если через прямую, параллельную плоскости, провести дру-
гую плоскость, которая пересекает первую, то прямая пере-
сечения этих плоскостей параллельна первой прямой 
(рис. 2.20). 
 
 
Рисунок 2.17 Рисунок 2.18 
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Рисунок 2.19 Рисунок 2.20 
Две пересекающиеся плоскости называются перпендику-
лярными, если какая-либо плоскость, перпендикулярная прямой 
пересечения этих плоскостей, пересекает их по перпендикуляр-
ным прямым. 
Например, на рисунке 2.21   ,a b^  если cg ^   и  ,a b^  где  
,ca b =I  ,ag a =I  bg b =I . 
Из этого определения следует, что 
любая плоскость, перпендикулярная пря-
мой пересечения перпендикулярных плос-
костей, пересекает их по перпендикуляр-
ным прямым. 
 
Рисунок 2.21 
Например, если ,a b^  ca b =I  и ,cg ^  то ,a b^  где 
,ag a =I  bg b =I  (рис. 2.21) 
Теорема (Признак перпендикулярности 
плоскостей.) Если плоскость проходит 
через прямую, перпендикулярную дру-
гой плоскости, то эти плоскости перпен-
дикулярны. 
Например, если b a^  и ,b bÎ  то 
b a^  (рис. 2.22). 
 
Рисунок 2.22 
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Свойство. Если прямая, лежащая в одной 
из двух перпендикулярных плоскостей, 
перпендикулярна их линии пересечения, 
то она перпендикулярна и другой плос-
кости. 
Например, если ,b a^  ,ab a =I  
b bÎ  и ,b a^  то b a^  (рис. 2.23). 
 
Рисунок 2.23 
Пример 2.1. Докажите, что через любые две скрещивающиеся прямые 
можно провести параллельные плоскости. 
Доказательство. Пусть даны две скрещивающиеся 
прямые l  и m  (рис. 2.24). Выберем на прямой l  
точку A  и проведем через нее прямую 1 .l m  Через 
прямые l  и 1l  проведем плоскость .a  
На прямой m  возьмем точку B  и проведем через 
нее прямую 1 .m l  Через прямые m  и 1m  проведем 
плоскость .b   
Известно, что если две пересекающиеся прямые 
одной плоскости соответственно параллельны двум  
Рисунок 2.24 
пересекающимся прямым другой плоскости, то эти плоскости парал-
лельны. Значит, ,a b  что и требовалось доказать. ■ 
Пример 2.2. Докажите, что любые две скрещивающиеся прямые можно пе-
ресечь третьей прямой, перпендикулярной им. 
Доказательство. Пусть l  и m  – две скрещи-
вающиеся прямые (рис. 2.25). Проведем через 
них параллельные плоскости a  и b  (пример 
2.1). Прямые, пересекающие прямую l  и пер-
пендикулярные плоскости ,a  лежат в одной 
плоскости .g  Эта плоскость пересекает плос-
кость b  по прямой :c  .cg b =I  Пусть 
,c m B=I  тогда, если прямая AB gÎ  и ,AB a^  
то ,AB b^ т.к. .a b   
  
Рисунок 2.25 
Значит отрезок AB  – общий перпендикуляр плоскостей a  и ,b  а, зна-
чит, и прямых l  и .m  Т.е. прямая AB  пресекает прямые l  и m  и перпен-
дикулярна им, что и требовалось доказать. ■ 
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Пример 2.3. Через вершину прямого угла прямоугольного треугольника 
проведена плоскость ,a  параллельная гипотенузе. Проекции катетов на 
эту плоскость равны 8 см и 4 3  см. Найдите проекцию гипотенузы, ес-
ли известно, что расстояние между гипотенузой и плоскостью равно 
4 см. 
Решение. Пусть дан : 90 ,ABC BÐ = o  ,B aÎ  
ACa   (рис. 2.26). Тогда 1 1A BC  – проек-
ция ABC  на плоскость .a  По условию: 
1 4 3 ńě ,A B =  1 8 ńě ,C B =  1 1 4 ńě .AA CC= =  
Рассмотрим 1 1: 90 .AA B AÐ =
o  По теореме 
Пифагора 2 21 1 ;AB AA A B= +  8 ńě .AB =   
  
Рисунок 2.26 
Аналогично, из 1 1: 90 ,CC B CÐ =
o  находим: 4 5 ńě .CB =   
Из : 90 ,ABC BÐ = o  получим: 2 2 ;AC AB BC= +  12 ńě .AC =   
1 1ACC A  – параллелограмм 1 1 12 ńě .AC ACÞ = =  
Ответ. 12 см. 
Пример 2.4. Отрезок имеет концы на двух взаимно перпендикулярных 
плоскостях и составляет с одной из них угол в 45 ,o  а с другой – угол в 
30 .o  Длина этого отрезка равна .a  Найдите часть линии пересечения 
плоскостей, заключенную между перпендикулярами, опущенными на 
нее из концов данного отрезка. 
Решение. Пусть дан отрезок ;AB a=  ;A aÎ  
;B bÎ  a b^  (рис. 2.27). 
,AC b^  значитBC  – проекция AB  на плос-
кость ,b  тогда 30ABCÐ = o  – угол между 
прямой AB  и плоскостью .b  
Аналогично ,BD a^  тогда 45 .BADÐ = o  
Найдем длину отрезка .CD   
  
Рисунок 2.27 
Из :ACB  90 ,CÐ = o  30 ,ABCÐ = o  получим 1 .2 2
aAC AB= =  
Из :ADB  90 ,DÐ = o  45 ,BADÐ = o  получим 2cos .2AD AB BAD a= × Ð =  
Из :ACD  90 ,CÐ = o  получим: 2 2 ;CD AD AC= -  
2 2
.2 4 2
a a aCD = - =  
Ответ. 1 .2 a  
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7.2. Углы в пространстве 
Прямая, лежащая на плоскости, делит эту плоскость на две 
полуплоскости.  
Фигура, образованная двумя полуплоскостями с общей ог-
раничивающей их прямой, называется двугранным углом. Полу-
плоскости называют гранями, а ограничивающая их прямая – 
ребром двугранного угла. 
Плоскость, перпендикулярная ребру 
двугранного угла, пересекает его грани по 
двум полупрямым. Угол, образованный эти-
ми полупрямыми, называется линейным уг-
лом двугранного угла. За меру двугранного 
угла принимается мера соответствующего 
ему линейного угла.  
  
Рисунок 2.28 
Например, на рисунке 2.28 полуплоскости a  и b  – грани, а 
прямая a  – ребро двугранного угла. Если плоскость ag ^  и пере-
секает плоскости a  и b  по полупрямым c  и ,d  то угол между 
этими полупрямыми ( )cd jÐ =  – линейный угол двугранного уг-
ла. 
Трёхгранным углом ( )abc  называется фигу-
ра, составленная их трех плоских углов ( );abÐ  
( );bcÐ  и ( )acÐ  (рис. 2.29). Эти углы называются 
гранями трехгранного угла, а их стороны – рёбра-
ми. Общая вершина S  плоских углов называется 
вершиной трехгранного угла.  Двугранные углы, 
образованные гранями трёхгранного угла, назы-
ваются двугранными углами трёхгранного угла. 
  
Рисунок 2.29 
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ЗАПОМНИТЕ! 
ü Каждый плоский угол трехгранного угла меньше суммы двух 
других его углов. 
ü Любой плоский угол трехгранного угла больше, чем разность 
двух других плоских углов. 
 
Аналогично определяется понятие много-
гранного угла ( )1 2 3 na a a aK  – как фигуры, со-
ставленной из плоских углов ( )1 2 ;a aÐ  
( )2 3 ;a aÐ  … ( )1 .na aÐ  Для многогранного угла 
понятия граней, ребер и двугранных углов оп-
ределяются так же, как и для трехгранного угла 
(рис. 2.30). 
  
Рисунок 2.30 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
ü Каждый плоский угол многогранного угла меньше суммы 
всех других его плоских углов. 
ü Сумма плоских углов многогранного угла меньше 360 .o  
Пример 2.5. Докажите, что угол между плоскостями равен углу между 
перпендикулярами к этим плоскостям. 
Доказательство. Пусть угол между плоскостя-
ми ( ) 90aa bÐ < o  (рис. 2.31). Из точки ,O  ле-
жащей вне данных плоскостей, опустим пер-
пендикуляры к плоскостям: ,OA a^  .OB b^  
Через прямые OA  и OB  проведем плоскость 
.g  Пусть ;MAg a =I  .MBg b =I  Так как 
ребро a  перпендикулярно прямым OA  и ,OB  
то a g^  и AMBÐ  – это линейный угол дву-
гранного угла ( ).aa b   
Рисунок 2.31 
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В прямоугольных треугольниках ( ): 90OBC BÐ = o  и ( ): 90AMC AÐ = o  
BCO ACMÐ = Ð  (как вертикальные), значит ,BOC AMC jÐ = Ð =  что и 
требовалось доказать. ■ 
Пример 2.6. Проекция прямой на плоскость одной из граней двугранного 
угла перпендикулярна его ребру. Докажите, что проекция этой прямой 
на плоскость другой грани также перпендикулярна ребру. 
Доказательство. Пусть AB  – данная прямая, 
,A bÎ  .B aÎ  Проведем 1AA a^  (рис. 2.32), 
тогда прямая 1BA  – проекция прямой AB  на 
плоскость a  и по условию 1 .BA m^  Обозна-
чим 1 .C BA m= I  
Т.к. 1,m BA^  то по теореме о трех перпенди-
кулярах ,m AB^  следовательно ( )m ABC^  и, 
значит, .m AC^  
В плоскости ABC  проведем отрезок 1 .BB AC^   
 
Рисунок 2.32 
Так как 1,m BB^ то 1BB a^  и AC  – проекция AB  на плоскость ,b  т.е. 
.AC m^  
Итак, проекция AB  на плоскость b  перпендикулярна ребру ,m  что и 
требовалось доказать. ■ 
Пример 2.7. Каждый плоский угол трехгранного угла равен 60 .o  На одном 
из ребер от вершины отмечен отрезок, равный 3 см. Из его конца опу-
щен перпендикуляр на противолежащую грань. Найдите длину этого 
перпендикуляра. 
Решение. Пусть OMNPÐ  – это трехгран-
ный угол, плоские углы которого ,MON  
,NOP  POM  равны 60 ,o  а отрезок 
3ńě ;AO =  AD  – перпендикуляр на 
плоскость .NOP  Найдем длину AD  
(рис. 2.33). 
Из основания перпендикуляра AD  
опустим перпендикуляры на лучи  
OP  и ON , DC OP^  и .DB ON^  Про-
ведем отрезки ,DO  AC  и .AB  
 
Рисунок 2.33 
По теореме о трех перпендикулярах получим: AC OP^  и .AC ON^  
В :ACO  90 ,OCAÐ = o  60 ,AOCÐ = o  следовательно 30 ,OACÐ = o  значит 
1 ;2OC OA=  
3 ńě .2OC =  
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В :COD  90 ,OCDÐ = o 60 ,PONÐ = o  следовательно 30 ,CODÐ = o  значит 
2 .OD CD=  По теореме Пифагора получим 2 2 2OD CD OC- =  или 
2 2 33 ńě .23
OCCD OC CD CD= Þ = Þ =  Значит 3 ńě .OD =  
В :ADO  90 ,ADOÐ = o  тогда по теореме Пифагора получим: 
2 2 ;AD AO OD= -  ( )9 3 6 ńě .AD = - =  
Ответ. 6 ńě .AD =  
Пример 2.8. В трехгранном углу два плоских угла по 45 ,o  двугранный угол 
между ними – прямой. Найдите третий плоский угол. 
Решение. Пусть дан трехгранный угол OMNP  
(рис. 2.34). 45 ;MON NOPÐ =Ð = o  угол между 
плоскостями MON  и NOP  равен 90 .o  Найдем 
.MOPÐ  
Из произвольной точки C  ребра ON  строим 
линейный угол ACB  двугранного угла 
:OMNP  ;AC ON^  и .BC ON^  Тогда по усло-
вию задачи 90 .ACBÐ = o  Так как 
45 ,AOC BOCÐ = Ð = o  то CA CO CB= = , значит 
 
Рисунок 2.34 
прямоугольные треугольники ,ACO  BCO  и ACB  равны между собой. 
Из равенства треугольников следует, что ,AO BO AB= =  значит ABO  – 
равносторонний, следовательно 60 .AOBÐ = o  
Ответ. 60 .o  
 
 
Ответьте на вопросы 
1. Какие основные геометрические фигуры в пространстве вы 
знаете? 
2. Назовите основные аксиомы геометрии. 
3. Назовите способы задания плоскости. 
4. Каким может быть взаимное расположение прямых и плоско-
стей в пространстве? 
5. Сформулируйте признак параллельности прямой и плоскости. 
s 
C  
B  
O  
P  
A  
M  
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6. Сформулируйте признак перпендикулярности прямой и плос-
кости. 
7. Что такое перпендикуляр, наклонная, проекция наклонной 
(прямой) на плоскость? 
8. Приведите прямую и обратную теоремы о трех перпендикуля-
рах. 
9. Каким может быть взаимное расположение плоскостей в про-
странстве? 
10. Какие свойства пересекающихся и параллельных плоскостей 
вы знаете? 
11. Какую фигуру называют двугранным углом? 
12. Как измеряют двугранный угол? 
13. Какую фигуру называют трехгранным углом? 
 
Задания для самостоятельной работы № 7 
I. Докажите, что прямая, параллельная каждой из пересекаю-
щихся плоскостей, параллельна их линии пересечения. 
II. Прямая ,a  перпендикулярная плоскости ,a  пересекает эту 
плоскость в точке .A  Докажите, что прямая ,b  проведенная через 
точку A  перпендикулярно прямой ,a  лежит в плоскости .a  
III. Через конец A  отрезка AB  проведена плоскость. Через ко-
нец B  и точку C  этого отрезка проведены параллельные прямые, 
пересекающие плоскость в точках 1B  и 1.C  Найдите длину отрезка 
1,BB  если 1 15ńě ,CC =  : 2 : 3.AC BC =  
IV . Даны две параллельные плоскости. Через точки A  и B  од-
ной из этих плоскостей проведены параллельные прямые, пере-
секающие вторую плоскость в точках 1A  и 1.B  Чему равен отрезок 
1 1,A B  если AB a= ? 
V . Прямые ,AB  AC  и AD  попарно перпендикулярны. Найдите 
отрезок ,CD  если ,AB b=  ,BC a=  .AD d=  
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VI. Из вершины A  прямоугольника ABCD  проведен перпенди-
куляр AK  к его плоскости. Расстояния от точки K  до других 
вершин прямоугольника равны 6ě ,  7ě  и 9ě .  Найдите длину 
перпендикуляра .AK  
VII. Стороны равностороннего треугольника равны 3ě .  Най-
дите расстояние до плоскости треугольника от точки, которая на-
ходится на расстоянии 2ě  от каждой из его вершин. 
VIII. Точка находится на расстояниях a  и b  от двух перпенди-
кулярных плоскостей. Найдите расстояние от этой точки до пря-
мой пересечения плоскостей. 
IX. Катеты прямоугольного треугольника равны a  и .b  Найди-
те расстояние от вершины прямого угла до плоскости, которая 
проходит через гипотенузу и составляет угол в 30o  с плоскостью 
треугольника. 
X. Отрезок AB  длиной a  параллелен плоскости a  и удален от 
нее на расстояние .b  Наклонные AM  и BN  ( ),M N aÎ  перпен-
дикулярны AB  и имеют длины, равные .c  Найдите .MN  
XI. Точка M  удалена от плоскости квадрата на 14 см, а от каж-
дой из его сторон – на 50 см. Найдите сторону квадрата и рас-
стояние от его вершин до точки .M  
XII. Проекция равностороннего треугольника на плоскость, 
проходящую через его сторону, является прямоугольным тре-
угольником. Найдите угол между стороной данного треугольника 
и плоскостью проекции. 
XIII. Из точек A  и ,B  лежащих в гранях двугранного угла, 
опущены перпендикуляры 1AA  и 1BB  на ребро угла. Найдите дву-
гранный угол ,a  если 1 3,AA =  1 4,BB =  1 1 6,A B =  7.AB =  
XIV . У трехгранного угла два плоские угла острые и равны ,a  
а третий угол равен .g  Найдите двугранные углы ,j  противоле-
жащие плоским углам ,a  и угол b  между плоскостью g  и проти-
волежащим ребром. 
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8. МНОГОГРАННИКИ И ТЕЛА ВРАЩЕНИЯ 
8.1. Многогранники 
Для того чтобы определить понятие "многогранник", вве-
дем понятия тела и его поверхности. 
Телом называется конечная область вместе с ее границей. 
Граница тела называется поверхностью тела. 
Многогранником называют тело, поверхность которого со-
стоит из конечного числа плоских многоугольников. Эти много-
угольники называются гранями многогранника. Стороны граней 
называются ребрами многогранника, а вершины – вершинами 
многогранника. 
Многогранник называется выпуклым, если он расположен 
по одну сторону от плоскости каждого многоугольника на его 
поверхности. Грани выпуклого многогранника являются выпук-
лыми многоугольниками.  
Диагональю многогранника называется отрезок, который 
соединяет две вершины многогранника, которые не лежат на од-
ной грани. 
8.1.1. Призма 
Призмой (n-угольной призмой) называется многогранник, 
который состоит из: 
1) двух равных плоских óăî ëüí čęî â,n -  лежащие на параллель-
ных плоскостях – оснований призмы; 
2) n  граней, которые являются параллелограммами, – боковых 
граней призмы. 
Отрезки, соединяющие соответствующие вершины основа-
ний – это боковые ребра призмы. 
Раздел II 
 96 
Отрезок, который соединяет две вершины призмы, не при-
надлежащие одной грани, называется диагональю призмы. 
Высота призмы – это расстояние между плоскостями ее 
оснований. 
Многоугольник, лежащий в основании призмы, определяет 
ее название: треугольная, четырехугольная, пятиугольная и т.д. 
На рисунке 2.35 показана пяти-
угольная призма, у которой: 
ABCDE  и 1 1 1 1 1A B C D E  – основания призмы; 
;1AA  ;1BB K – боковые ребра;  
;1 1ABB A  ;1 1BCC B K – боковые грани;  
1A C  – диагональ призмы;  
ďë. ;1A M ABCDE^  1A M H=  – высота 
призмы. 
 
Рисунок 2.35 
 
Диагональным сечением призмы 
называется сечение ее плоскостью, про-
ходящей через два боковых ребра, не 
принадлежащих одной грани. 
На рисунке 2.36 четырехугольник 
1 1AA D D  – одно из диагональных сечений 
призмы 1 1 1 1 1ABCDEA B C D E . 
 
Рисунок 2.36 
 
Перпендикулярным сечением 
призмы называется многоугольник, полу-
ченный при пересечении призмы плоско-
стью, которая перпендикулярна боковым 
ребрам и пересекает их. 
На рисунке 2.37 треугольник MNK  
– перпендикулярное сечение призмы. 
 
Рисунок 2.37 
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Основные свойства призмы 
1. Основания призмы равны. 
2. Основания призмы лежат в параллельных плоскостях. 
3. Боковые ребра призмы параллельны и равны. 
4. Боковые грани призмы – параллелограммы. 
5. Площадь боковой поверхности равна сумме площадей боковых 
граней или произведению периметра перпендикулярного сече-
ния на длину бокового ребра призмы: 
1 1 1 1 1 1áî ę. ABB A BCC B AEE A
S S S S= + + +K  или áî ę. ďĺ đďĺ í äčęóë˙đí î ăî  
ńĺ ÷ĺ í č˙
,S P l= ×  
где l  – длина бокового ребра призмы. 
6. Площадь полной поверхности призмы равна сумме боковой 
поверхности и площадей оснований: 
ďî ëí . áî ę. î ńí .2S S S= + . 
7. Объем призмы равен произведению площади основания на вы-
соту призмы или произведению площади перпендикулярного 
сечения на длину бокового ребра призмы:  
ďđčçě ű î ńí .V S H= ×  или  ďđčçě ű ďĺ đďĺ í äčęóë˙đí î ăî  
ńĺ ÷ĺ í č˙
V S l= × . 
Призмы бывают прямые и наклонные. 
Призма, у которой боковые ребра не перпендикулярны 
плоскостям оснований, называется наклонной (рис. 2.38 а). 
Призма, у которой боковые ребра перпендикулярны осно-
ваниям, называется прямой (рис. 2.38 б). 
  
Рисунок 2.38 
)á)a
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Основные свойства прямой призмы 
1. Высота прямой призмы равна боковому ребру: 
1 1H AA BB l= = = =K . 
2. Боковые грани призмы – прямоугольники. 
3. Площадь боковой поверхности равна про-
изведению периметра основания на длину 
бокового ребра призмы: 
áî ę. î ńí .S P l= × . 
 
Рисунок 2.39 
4. Объем прямой призмы равен произведению площади основа-
ния на длину бокового ребра призмы: 
î ńí .V S l= × .  
 
Прямая призма, основаниями которой яв-
ляются правильные многоугольники, называет-
ся правильной. 
На рисунке 2.40 1 1 1ABCA B C  – правильная 
треугольная призма.  Рисунок 2.40 
Пример 2.9. Дана правильная треугольная призма. Боковое ребро равно 
стороне основания. Найти  угол  между  стороной основания и непересе- 
кающей ее диагональю боковой грани. 
Решение. Пусть 1 1 1ABCA B C  – правильная тре-
угольная призма со стороной основания .a  
Искомый угол между прямыми AB  и 1AC  
обозначим через a  (рис. 2.41). 
Отложим на прямой 1 1AC  отрезок 1 1 1 1,A D AC=  
а на прямой AC  отрезок .AD AC=  1 1,AD CA  
значит 1 .D AB aÐ =  Найдем стороны 1.ABD  
 
Рисунок 2.41 
Четырехугольник 1 1ADD A  – квадрат со стороной ,a  значит 1 2.AD a=  
Рассмотрим :ABD  ,AD AB a= =  120 ,BADÐ = o  тогда по теореме коси-
нусов 2 2 2 cos ;BD AB AD AB AD BAD= + - × × Ð  3.BD a=  
Рассмотрим 1 :BDD  1 90BDDÐ =
o  (т.к. ( )1 ďë.DD CDB^ ), тогда по теоре-
ме Пифагора находим, что 1 2 .BD a=  
BA  
C  
1C  
1A  1B  
B  A  
C  
1C  
1A  1B  
D  
1D  
B
A  
C  
1C  
1A  
1B  
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Из 1ABD  по теореме косинусов найдем 1 :D AB aÐ =   
2 2 2
2 2 2 1 1
1 1 12 cos cos 2
AB AD BDBD AB AD AB AD a a + -= + - × × Þ = ; 
( ) ( )2 22 2 2 2cos ;42 2
a a a
a a
a
+ -
= = -
× ×
 2arccos .4a
æ ö
= -ç ÷
è ø
 
Ответ. 2arccos .4a
æ ö
= -ç ÷
è ø
 
Пример 2.10. Основание призмы – параллелограмм с острым углом, рав-
ным .a  Боковое ребро, проходящее через вершину данного угла ,a  рав-
но .b  Оно составляет с прилежащими сторонами основания углы, каж-
дый из которых равен .b  Найдите высоту призмы. 
Решение. Пусть 1 1 1 1ABCDA B C D  –
данная призма; ABCD – парал-
лелограмм; ;BAD aÐ =  1 ;AA b=  
1 1 .BAA DAA bÐ = Ð =  
Опустим из точки 1A  перпенди-
куляр 1A F  на плоскость ABCD  
и перпендикуляр 1A E  на сто-
рону основания AD  (рис. 2.42). 
Тогда по теореме о трех пер-
пендикулярах .FE AD^   Рисунок 2.42 
Из 1AA E  ( )90 ,AÐ = o  получим: cos ;AE b b=  1 sin .A E b b=  
Ребро 1AA  составляет с прилежащими сторонами AD  и AB  равные уг-
лы, значит точка F  равноудалена от сторон AD  и .AB  Следовательно, 
AF  – биссектриса .DABÐ  Из AEF  ( )90 ,EÐ = o  получим: tg .2FE AE
a= ×  
Из 1A EF  ( )90 ,FÐ = o  по теореме Пифагора получим: 2 21 1 ;A F A E FE= -  
2 2 2
1 sin cos tg .2A F b
ab b= - ×  Выполним тригонометрические преобразо-
вания и получим ( ) ( )1 sin sin .2 2cos 2
bA F a ab b
a
= + × -  
Ответ. ( ) ( )sin sin .2 2cos 2
b a ab b
a
+ × -  
a  
b  F  
B  
A  
C  
D  
1C  
1A  
1B  
1D  
E  
b  
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8.1.2. Параллелепипед 
Параллелепипед – это призма, в основании которой лежит 
параллелограмм. 
На рисунке 2.43 показан паралле-
лепипед 1 1 1 1;ABCDA B C D  его основания 
ABCD  и 1 1 1 1A B C D  – параллелограммы; 
O  – точка пересечения диагоналей 
1,AC  1,BD  1CA  и 1DB  параллелепипеда.  Рисунок 2.43 
Основные свойства параллелепипеда 
1. У параллелепипеда все грани – параллелограммы. 
2. У параллелепипеда противоположные грани параллельны и 
равны. 
3. Диагонали параллелепипеда пересекаются в одной точке и 
точкой пересечения делятся пополам. Эта точка является цен-
тром симметрии параллелепипеда. 
4. Площадь полной поверхности параллелепипеда равна удвоен-
ной сумме площадей трех граней, имеющих общую вершину: 
( )1 1 1 1ďî ëí . 2 ABCD AA D D AA B BS S S S= + +  
5. Объем параллелепипеда равен произведению площади ос-
нования на высоту параллелепипеда:  
î ńí .V S H= × . 
Параллелепипеды бывают наклонные и прямые. 
Наклонный параллелепипед – это наклонная призма, в ос-
новании которой лежит параллелограмм (рис. 2.44). 
Прямой параллелепипед – это параллелепипед, боковые 
ребра которого перпендикулярны основанию (рис. 2.45). 
Прямой параллелепипед, основанием которого является 
прямоугольник, называется прямоугольным параллелепипедом. 
O  B  
A  
C  
1C  
1A  
1B  
D  
1D  
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Рисунок 2.44  Рисунок 2.45 Рисунок 2.46 
На рисунке 2.46 1 1 1 1ABCDA B C D  – прямоугольный паралле-
лепипед; ,a  ,b  ,c  – линейные размеры (измерения) параллелепи-
педа; d  – диагональ параллелепипеда. 
Основные свойства прямоугольного параллелепипеда 
1. Все грани – прямоугольники. 
2. Все диагонали равны. 
3. Квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен 
сумме квадратов его измерений: 
2 2 2 2d a b c= + + . 
4. ( )áî ę. 2S a b c= + × . 
5. Объем прямоугольного параллелепипеда равен произведению 
его измерений: 
V a b c= × ×  
Пример 2.11. Докажите, что квадрат диагонали прямоугольного паралле-
лепипеда равен ( )2 2 21 2 31 ,2 d d d+ +  где 1 2 3, ,d d d  – диагонали граней, 
имеющих общую точку. 
Решение. Обозначим измерения параллелепипеда через ,a  ,b  .c  Тогда 
2 2 2 2;d a b c= + +  2 2 21 ;d a b= +  
2 2 2
2 ;d a c= +  
2 2 2
3 .d b c= +  Сложим почленно 
три последних равенства и разделим обе части на "2", получим: 
( )2 2 2 2 2 21 2 312a b c d d d+ + = + +  или ( )
2 2 2 2
1 2 3
1 ,2d d d d= + +  что и требова-
лось доказать. ■ 
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Пример 2.12. В параллелепипеде через середину M  ребра BC  проведена 
прямая, пересекающая прямые 1AC  и 1DD  соответственно в точках N  и 
.P  Найдите соотношение :MN NP  (рис. 2.47). 
Решение. Проведем плоскость a  через точку 
M  и прямую 1AC  и найдем ее точку пере-
сечения с прямой 1.DD  
Плоскость a  пересекает плоскость 
1 1BB C C  по прямой 1,MC а параллельную ей 
плоскость 1 1AA D D  по прямой 1AK MC  
( K  – середина 1 1A D ). Прямые AK  и 1DD  
пересекаются в точке .P   
Прямые MP  и 1AC  лежат в плоскости a  и 
непараллельны, поэтому они пересекаются 
в точке .N  
 
Рисунок 2.47 
Прямоугольные треугольники 1MCC  и ADP  подобны (по острому углу) 
и так как 2 ,AD BC MC= =  то 12 .AP MC=  
Тогда из подобия треугольников 1MC N  и PAN  (по двум углам), полу-
чим: 1: : 1:2.MN NP MC P A= =  
Ответ. 1:2. 
8.1.3. Куб 
Прямоугольный параллелепипед, у которого все ребра рав-
ны, называется кубом (рис. 2.48). 
Основные свойства куба 
1. Все грани куба – равные квадраты. 
2. Диагональ куба в 3  раз больше его 
ребра:                3,d a=  
где d  – диагональ куба; a  – ребро куба. 
3. 2áî ę. 4S a= . 
4. 2ďî ëí . 6S a= . 
5. 3V a= . 
 
Рисунок 2.48 
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6. Диагональ куба перпендикулярна плоскости, проведенной че-
рез концы трех ребер куба, выходящих из той же вершины, 
что и диагональ (рис. 2.49). 
7. Две плоскости, проведенные через вершины куба, перпенди-
кулярны диагонали куба. Они делят эту диагональ на три рав-
ные части (рис. 2.50). 
  
Рисунок 2.49     Рисунок 2.50 
Пример 2.13. Длина ребра куба равна .a  Найдите площадь сечения, прове-
денного через диагональ 1AD  грани 1 1AA D D  и середину ребра 1BB  – 
точку .M  
Решение. Построим плоскость сечения .a  От-
резки 1AD  и AM  принадлежат и плоскости 
a  и граням куба, поэтому являются сторо-
нами сечения (рис. 2.51). 
Плоскости 1 1BB C C  и 1 1AA D D  параллельны, 
поэтому прямая пересечения плоскостей a  
и 1 1BB C C  (обозначим ее MN ) параллельна 
прямой 1.AD  Но 1 1,AD BC  поэтому прямая 
1.MN BC  Значит искомая прямая MN  – 
средняя линия 1 1,BB C  построим ее. Точки  
 
Рисунок 2.51 
M  и N  принадлежат плоскости 1 1 1 1,A B C D  значит прямая .MN aÎ  Полу-
ченное сечение 1AMND  – трапеция ( )1MN AD  (рис. 2.51). Найдем пло-
щадь этой трапеции. 
1AD  –диагональ квадрата со стороной ,a  значит 1 2.AD a=   
( )1 1AC BC D^  
D  
A  
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1C  
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B  
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1A M MN NC= =  
B  
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MN  – средняя линия 1 1,BB C  значит 1
1 2 .2 2
aMN BC MN= Þ =   
В прямоугольных треугольниках ABM  и 1 1D C N  имеем: 1 1 ;AB D C a= =  
1 .2
aBM C N= =  Значит 1 1ABM D C N=   по двум катетам, следовательно 
1
5 .2
aAM D N= =  Тогда трапеция 1AMND  равнобедренная.  
Сделаем дополнительный рисунок трапеции 
1AMND  (рис. 2.52). 
Построим перпендикуляры MP  и NQ  на ос-
нование 1AD  трапеции, тогда ;2
aPQ NM= =  
значит ( )1 11 ;2D Q PA D A PQ= = -  1
2 .4
aD Q =  
 
Рисунок 2.52 
Из 1D QN  ( )90 ,QÐ = o  по теореме Пифагора найдем: 
2 2
1 1 ;NQ ND D Q= -  
3 .
2 2
aNQ =  
Найдем площадь сечения: ( )11 ;2S NM AD NQ= + ×  получим: 
29 .8
aS =  
Ответ. 
29 .8
a  
Пример 2.14. В кубе 1 1 1 1ABCDA B C D  найдите расстояние между плоскостя-
ми 1 1AB D  и 1,BDC  если AB a=  (рис. 2.53). 
Решение. По свойству диагоналей куба, 
диагональ 1AC  перпендикулярна плос-
костям 1 1AB D  и 1.BDC  Эти плоскости 
делят диагональ на три равные части. 
Это значит, что если M  и N  – точки 
пересечения диагонали 1AC  с этими 
плоскостями, то 1 1
1 .3A M MN NC AC= = =  
Длина отрезка MN  равна расстоянию 
между плоскостями 1 1AB D  и 1,BDC . По-
скольку 1 3,AC a=  то 
3 .3
aMN =  
 
Рисунок 2.53 
Ответ. 3 .3
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8.1.4. Пирамида 
Пирамидой ( n - óăî ëüí î é пирамидой) называется много-
гранник, который состоит из: 
1)  плоского n -угольника – основания пирамиды; 
2) точки, не лежащей в плоскости основания, – вершины пира-
миды; 
3) n  граней – треугольников, имеющих общую вершину (верши-
ну пирамиды) – боковых граней пирамиды. 
Отрезки, соединяющие вершину пирамиды с вершинами 
основания – это боковые ребра пирамиды. 
n -угольная пирамида имеет ( )1n +  граней и 2n  ребер. 
Треугольная пирамида называется тетраэдром. Тетраэдр 
имеет 4 треугольные грани, 4 вершины и 6 ребер. 
Высотой пирамиды называется перпендикуляр, опущен-
ный из вершины пирамиды на плоскость ее основания. 
Диагональным сечением пирамиды называется сечение ее 
плоскостью, проходящей через два боковых ребра, не принадле-
жащие одной грани. 
На рисунке 2.54 показана четырех-
угольная пирамида ABCDS  в которой: 
четырехугольник ABCD  – основание пира-
миды;  
треугольники ,ABS  ,BCS  ,CDS  и ADS  – бо-
ковые грани пирамиды;  
отрезки ,AS  ,BS  CS  и DS  – ребра;  
точка S  – вершина пирамиды;  
 
Рисунок 2.54 
SO H=  – высота пирамиды;  
BDS  – одно из диагональных сечений пирамиды. 
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Основные соотношения для пирамиды 
1. Площадь боковой поверхности пирамиды равна сумме площа-
дей ее боковых граней:  
áî ę. ASB BSC CSD DSAS S S S S= + + +     (рис. 2.54). 
2. Площадь полной поверхности пирамиды равна сумме площа-
дей боковой поверхности и основания:  
ďî ëí . áî ę. î ńí .S S S= + . 
3. Объем пирамиды равен одной третьей произведения площади 
основания на высоту пирамиды: 
î ńí .
1
3V S H= × . 
Правильной называется пирамида, в основании которой 
лежит правильный многоугольник, и высота пирамиды проходит 
через центр основания.  
Апофемой правильной пирамиды называется высота боко-
вой грани, проведенная из вершины пирамиды. 
Основные свойства правильной пирамиды 
1. Все боковые ребра правильной пирамиды равны и наклонены 
к плоскости основания под равными углами. 
2. Все боковые грани – это равные друг другу равнобедренные 
треугольники, наклоненные к плоскости основания под рав-
ными углами. 
3. Все апофемы правильной пирамиды равны. 
4. Двухгранные углы, образованные соседними боковыми гра-
нями пирамиды, равны. 
5. Площадь боковой поверхности правильной пирамиды равна 
половине произведения основания на апофему: 
áî ę. î ńí .
1
2S P l= × ,       где l  – апофема. 
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6. Площадь боковой поверхности правильной пирамиды равна 
частному от деления площади основания на косинус угла на-
клона боковой грани к основанию: 
î ńí .
áî ę. cos
SS
j
= ,  
где j  – угол наклона всех боковых граней к основанию. 
7. Площадь боковой поверхности правильной пирамиды равна 
произведению площади одной боковой грани на количество 
граней: 
áî ę. ăđ.S S n= × . 
8. Объем правильной пирамиды равен одной третьей произведе-
ния площади основания на высоту пирамиды: 
î ńí .
1
3V S H= × . 
Таблица 2.1 – Некоторые виды правильных пирамид. 
Треугольная Четырехугольная Шестиугольная 
   
ABC  – правильный; 
O  – точка пересечения 
медиан (высот и биссек-
трис), центр вписанной и 
описанной около осно-
вания окружностей. 
ABCD  – квадрат; 
O  – точка пересечения 
диагоналей квадрата. 
ABCDEF  – правиль-
ный шестиугольник; 
O  – точка пересечения 
диагоналей ,AD  BE  и 
.FC  
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Плоскость, пересекающая пирамиду и параллельная ее ос-
нованию, делит ее на две части: 1) пирамиду, подобную данной и 
2) усеченную пирамиду. 
Высотой усеченной пирамиды называ-
ется расстояние между плоскостями ее осно-
ваний. 
На рисунке 2.55 1 1 1 1ABCDA B C D  – усе-
ченная четырехугольная пирамида; четырех-
угольники ABCD  и 1 1 1 1A B C D  – основания 
усеченной пирамиды, 1OO  – высота усечен-
ной пирамиды. 
 
Рисунок 2.55 
Основные свойства усеченной пирамиды 
1. Основания усеченной пирамиды – подобные многоугольники, 
лежащие на параллельных плоскостях. 
2. Боковые ребра усеченной пирамиды – трапеции. 
3. Площадь полной поверхности: 
ďî ëí . 1 2 áî ę.,S S S S= + +  
где 1S  и 2S  – площади оснований, áî ę.S  – площадь боковых граней. 
4. Объем усеченной пирамиды: 
( )1 1 2 21 ,3V H S S S S= × + +  
где 1S  и 2S  – площади оснований, H  – высота усеченной пи-
рамиды. 
Правильная усеченная пирамида – это усеченная пирамида, 
полученная из правильной пирамиды. 
Апофема правильной усеченной пирамиды – это высоты 
трапеций (боковых граней). 
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ЗАПОМНИТЕ! 
Площадь боковой поверхности правильной усеченной пи-
рамиды можно найти по формуле:  
( )áî ę. 1 21 ,2S P P h= + ×  
где 1P  и 2P  – периметры оснований, h  – апофема правильной 
усеченной пирамиды. 
Пример 2.15. Найдите угол между боковым ребром и плоскостью основа-
ния правильной треугольной пирамиды, у которой боковые грани 
– правильные треугольники. 
Решение. Пусть a  – длина ребра данной пира-
миды. Точка O  – центр описанной окружно-
сти (рис. 2.56), значит 3 .3
aAO R= =  
Из OAS  ( )90OÐ = o  получим: cos ;AOASa =  
3 3cos : .3 3
a aa = =  Значит 3arccos .3a =  
Ответ. 3arccos .3  
 
Рисунок 2.56 
Пример 2.16. В правильной n -угольной пирамиде высота в два раза мень-
ше стороны основания. Найдите двугранный угол a  при ребре основа-
ния. 
Решение. Пусть AB a=  – сторона основания; 
K  – середина ;AB  O  – центр основания; S  
– вершина пирамиды (рис. 2.57).  
В основании пирамиды лежит правильный 
n -угольник, значит ABO  – равнобедренный. 
Следовательно, ,KO AB^  тогда OKS aÐ =  – 
искомый. 
Из OKS  ( )90OÐ = o  найдем: ctg .OKOSa =  
1
2 2
aOS AB= =  (по условию).  
Рисунок 2.57 
Из ,AOK  в котором 90 ,KÐ = o  ,AOK n
pÐ =  получим: ctg ,OK AK n
p= ×  
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но ,2 2
AB aAK = =  значит ctg .2
aOK n
p= ×  
Тогда ( )ctg ctg : ctg ,2 2OK a aOS n np pa = = × =  значит ( )arcctg ctg .n np pa = =  
Ответ. .n
p  
Пример 2.17. В правильной треугольной пирамиде боковое ребро ,l  а высо-
та пирамиды .h  Найдите двугранный угол при основании пирамиды. 
Решение. Пусть ABCS  – данная пирамида (рис. 
2.58); O  – центр основания; D  – середина реб-
ра .AB  Тогда SDO aÐ =  – плоский угол иско-
мого двугранного угла.  
Из AOS  ( )90OÐ = o  по теореме Пифагора 
имеем: 2 2 .AO l h= -   
Из AOD  ( )90 ; 30D DAOÐ = Ð =o o  получим, 
что 12DO AO= Þ  
2 21 .2DO l h= -  
Из DOS  ( )90OÐ = o  имеем: tg ;SODOa =  
 
Рисунок 2.58 
2 22 2
2tg .1
2
h h
l hl h
a = =
--
 Отсюда 
2 2
2arctg .h
l h
a =
-
 
Ответ. 
2 2
2arctg .h
l h
a =
-
 
Пример 2.18. В правильной усеченной треугольной пирамиде боковая 
грань составляет с плоскостью основания острый угол, равный .a  Най-
дите угол между боковым ребром и высотой пирамиды. 
Решение. Пусть ABCA B C¢ ¢ ¢  – пра-
вильная усеченная пирамида (рис. 
2.59). Обозначим через D  и D¢  се-
редины ребер BC  и ,B C¢ ¢  тогда AD  
и A D¢ ¢  высоты треугольников ABC  
и A B C¢ ¢ ¢  соответственно; OO¢  – вы-
сота усеченной пирамиды; E  и F  – 
проекции точек D¢  и B¢  на нижнее 
основание. Значит EDD a¢Ð =  (по 
условию). Найдем .BB F b¢Ð =  
ABC  – правильный, значит 
2 .OB OD=  
 
Рисунок 2.59 
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,D E B F¢ ¢  значит EF B D¢ ¢  и EF BD , следовательно OEF  и DOB  
подобны и 2 .OF OE=  Тогда по обобщенной теореме Фалеса: 2 .BF DE=  
Из BB F¢  ( )90FÐ = °  найдем: 1ctg tg .2 2
B F D E
BF DEb a
¢ ¢= = =  Значит 
( )1arcctg tg .2b a=  
Ответ. ( )1arcctg tg .2b a=  
Пример 2.19. В тетраэдре ABCD  ребро AB  перпендикулярно ребру ,CD  а 
ребро AC  – ребру .BD  Докажите, что основание высоты DO  тетраэдра 
является точкой пересечения высот (или их продолжений)  треугольника 
.ABC  
Доказательство.  
1) Рассмотрим сначала случай, когда ни одно из ребер 
BD  и CD  не перпендикулярно плоскости ,ABC  
т.е. каждое из этих ребер лежит на прямой, наклон-
ной к плоскости .ABC  
Прямая BO  – это проекция прямой BD  на плос-
кость ABC  (рис. 2.60). Прямая ,AC  лежащая в 
плоскости ,ABC  перпендикулярна наклонной BD  
(по условию). Отсюда следует, что AC BO^  (по 
обратной теореме о трех перпендикулярах).  
 
Рисунок 2.60 
Аналогично доказывается, что .AB CO^  Значит точка O  – это точка пе-
ресечения высот (или их продолжений) треугольника ,ABC  что и требо-
валось доказать. 
2) Теперь рассмотрим случай, когда одно из ребер, 
например ребро BD  перпендикулярно плоскости 
ABC  (рис. 2.61). В этом случае точка O  совпада-
ет с точкой ;B  прямая CD  является наклонной к 
плоскости ;ABC  BC  – это проекция прямой CD  
на плоскость .ABC  
Т.к. AB CD^  (по условию), то по обратной тео-
реме о трех перпендикулярах .AB BC^  Значит, 
ABC  прямоугольный ( )90 ,BÐ = o  и точка B  яв-
ляется точкой пересечения его высот, что и тре-
бовалось доказать. ■ 
 
Рисунок 2.61 
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Пример 2.20. В правильную четырехугольную пирамиду вписан куб так, 
что четыре его вершины находятся на боковых ребрах пирамиды. Ос-
тальные четыре – в плоскости основания пирамиды. Найдите ребро ку-
ба, если в пирамиде сторона основания равна ,a  а высота равна h . 
 
Рисунок 2.62 
Решение. На рисунке 2.62 ABCDS  – правильная четырехугольная пирами-
да; 1 1 1 1MNPQM N PQ  – вписанный в нее куб. 
Обозначим ребро куба через ,x  т.е. будем считать, что 1 .MN MM x= =  
Из подобия треугольников 1SO B  и SON  ( )1 ,ON OB  следует, что 
1 1
.SO ONSO O B=  
Учитывая, что 1 ,SO h=  ,SO h x= - 2
xON =  и 1 ,2
aO B =  получим: 
,h x xh a
- =  значит .ahx a h= +  
Ответ. .aha h+  
8.1.5. Правильные многогранники 
Выпуклый многогранник называется правильным, если: 
1) все его грани являются равными правильными многоугольни-
ками; 
2) в каждой его вершине сходится одинаковое число ребер. 
Существует пять правильных выпуклых многогранников: 
правильный тетраэдр, гексаэдр (куб), октаэдр, додекаэдр, ико-
саэдр (табл. 2.2). 
A  B  
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Таблица 2.2 – Правильные многогранники. 
Вид правильного 
многогранника Характеристики Рисунок 
Правильный тетраэдр 
(четырехгранник) 
Грани – правильные треугольники; 
в каждой вершине сходится по три 
ребра. 
4 грани; 4 вершины; 6 ребер.  
Гексаэдр  
(шестигранник), куб 
Грани – квадраты; в каждой верши-
не сходится по три ребра. 
6 граней; 8 вершин; 12 ребер.  
Октаэдр  
(восьмигранник) 
Грани – правильные треугольники; 
в каждой вершине сходится по че-
тыре ребра. 
8 граней; 6 вершин; 12 ребер.  
Додекаэдр (двенадца-
тигранник) 
Грани – правильные пятиугольники; 
в каждой вершине сходится по три 
ребра. 
12 граней; 20 вершин; 30 ребер.  
Икосаэдр (двадцати-
гранник) 
Грани – правильные треугольники; 
в каждой вершине сходится по пять 
ребер. 
20 граней; 12 вершин; 30 ребер.  
Пример 2.21. Найдите двугранные углы правильного тетраэдра. 
Решение. Из вершины тетраэдра – точки ,S  про-
ведем высоту тетраэдра – отрезок SO  и высоты 
его граней: ,SA  ,SB  SC  (рис. 2.63). Если ребро 
тетраэдра обозначить через ,a  то 
3 .2
aSA SB SC= = =  Из равенства высот следует 
равенство   отрезков  .OA OB OC= =  Эти  отрезки 
 
Рисунок 2.63 
перпендикулярны сторонам треугольника в основании тетраэдра (по 
теореме о трех перпендикулярах), следовательно точка O  – центр ок-
ружности, вписанной в основание тетраэдра, тогда 3 .6
aOA OB OC= = =  
A  B  
C  
S  
O  
j  
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Обозначим через j  двугранный угол при ребре, содержащем точку .A  
Тогда 3 3 1cos : ,6 2 3
OA a a
ASj = = =  значит 
1arccos 70 32 .3j
¢= » °  Очевидно, 
что двугранные углы при остальных ребрах тетраэдра также равны .j  
Ответ. 1arccos 70 32 .3
¢» °  
 
Ответьте на вопросы 
1. Дайте определение многогранника. 
2. Какой многогранник называют выпуклым? 
3. Какие основные многогранники вы знаете? 
4. Что такое призма? Какие разновидности призмы вы знаете? 
5. Какие свойства и соотношения для призмы вы знаете? 
6. Что такое параллелепипед? Какие разновидности паралле-
лепипедов вы знаете? 
7. Какие свойства и соотношения для параллелепипеда вы 
знаете? 
8. Что такое куб? 
9. Назовите основные свойства куба. 
10. Что такое пирамида? Какие разновидности пирамид вы 
знаете? 
11. Какие свойства и соотношения для пирамиды вы знаете? 
12. Что такое тетраэдр? 
13. Что такое усеченная пирамида? Какие свойства и соотноше-
ния для усеченной пирамиды вы знаете? 
14. Что такое правильные многогранники? 
15. Дайте характеристику разновидностям правильных много-
гранников. 
 
s 
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Задания для самостоятельной работы № 8 
I. В основании прямой призмы лежит равнобокая трапеция, 
основания которой 12 ńě  и 18 ńě ,  а высота – 3 ńě . Найдите вели-
чины двугранных углов при боковых ребрах призмы. 
II. Найдите сторону основания и меньшую диагональ пра-
вильной шестиугольной призмы, если ее большая диагональ рав-
на 8 5 ńě ,  а все ребра призмы равны между собой. 
III. Радиус окружности, описанной около основания правиль-
ной треугольной призмы, равен 2 3 ńě .  Найдите площадь пол-
ной поверхности призмы, если все ее боковые грани – квадраты. 
IV . Найдите площадь боковой поверхности правильной четы-
рехугольной призмы, если диагональ ее боковой грани равна l  и 
образует с боковым ребром угол .a  
V . Расстояния между боковыми ребрами наклонной треуголь-
ной призмы равны 4 ńě ,  5 ńě  и 7 ńě ,  а площадь ее боковой по-
верхности – 248 ńě . Найдите длину бокового ребра призмы. 
VI. В основании прямой призмы лежит параллелограмм со 
сторонами 8 ńě  и 15 ńě  и острым углом 60 .°  Площадь меньшего 
из диагональных сечений призмы равна 2130 ńě .  Найдите пло-
щадь боковой поверхности призмы. 
VII. В прямом параллелепипеде стороны основания равны 
4 ńě  и 8 ńě ,  а угол между ними 60 .°  Большая диагональ основа-
ния равна меньшей диагонали параллелепипеда. Найдите пло-
щадь боковой поверхности параллелепипеда. 
VIII. Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна 
10 ńě  и образует с плоскостью основания угол 60 .°  Найдите объ-
ем параллелепипеда, если разность сторон основания равна 1ńě .  
IX. Найдите площадь полной поверхности куба, если его диа-
гональ равна .d  
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X. Апофема правильной треугольной пирамиды равна 6 ńě ,  а 
высота – 3 ńě . Найдите площадь боковой поверхности пирамиды. 
XI. В основании пирамиды лежит равнобедренный треуголь-
ник с основанием 18 ńě  и боковой стороной 15 ńě .  Две боковые 
грани, которые содержат равные стороны треугольника, перпен-
дикулярны к плоскости основания, а их общее боковое ребро 
равно 5 ńě . Найдите площадь боковой поверхности пирамиды. 
XII. В правильной четырехугольной пирамиде через точку, 
которая делит высоту пирамиды в отношении 2 : 3,  считая от 
вершины, проведено сечение, параллельное основанию. Его пло-
щадь равна 24 ńě .  Найдите сторону основания пирамиды. 
XIII. Найдите объем правильной треугольной пирамиды, ес-
ли сторона ее основания равна 6 ńě ,  а боковое ребро образует с 
площадью основания угол 30 .°  
XIV . Стороны оснований правильной усеченной четырех-
угольной пирамиды равны 2 ńě  и 8 ńě ,  а высота пирамиды – 
6 ńě . Через противолежащие стороны верхнего и нижнего осно-
ваний проведено сечение. Найдите площадь этого сечения. 
XV . Стороны оснований правильной усеченной четырех-
угольной пирамиды равны 4 ńě  и 6 ńě ,  а высота полной пирами-
ды – 3 ńě .  Найдите объем усеченной пирамиды. 
XVI. Длина ребра октаэдра равна 6 ńě .  Найдите площадь его 
полной поверхности. 
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8.2. Тела вращения 
Тела вращения – это геометрические тела, которые получе-
ны вращением геометрических фигур вокруг прямой линии (оси 
вращения). 
Например, цилиндр, конус, шар, сфера – это тела вращения.  
8.2.1. Цилиндр 
Цилиндр (круговой цилиндр) – это тело, которое состоит из: 
1) двух равных кругов, лежащих на параллельных плоскостях, – 
оснований цилиндра; 
2) всех отрезков,  соединяющих соответствующие точки этих 
кругов.  
Отрезки, которые соединяют соответствующие точки ок-
ружностей оснований, – это образующие цилиндра.  
Боковая поверхность цилиндра составлена из образующих. 
Полная поверхность цилиндра состоит из двух оснований и боко-
вой поверхности.  
Цилиндр называется прямым, если его образующие перпен-
дикулярны плоскости оснований. Прямой цилиндр называют 
просто цилиндром. 
  
Рисунок 2.64 
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На рисунке 2.64 а) изображен прямой цилиндр, а на рисунке 
2.64 б) – наклонный. Отрезки 1 1,AA BB  – образующие цилиндров; 
точки O  и 1O  – центры оснований. 
Прямой круговой цилиндр можно рассмат-
ривать как тело, которое получается вращением 
прямоугольника вокруг одной из его сторон – оси 
цилиндра.  
На рисунке 2.65 изображен цилиндр, полу-
ченный вращением прямоугольника 1 1OO M M  во-
круг оси 1OO . 
Радиус цилиндра – это радиус его оснований. 
 
Рисунок 2.65 
Высота цилиндра – это расстояние между плоскостями ос-
нований.  
Ось цилиндра – прямая, которая проходит через центры ос-
нований. Ось цилиндра параллельна образующим. 
На рисунке 2.65 отрезок MO  – радиус цилиндра; отрезок 
1OO  – высота цилиндра. 
Рассмотрим несколько видов сечений цилиндра плоскостью.  
1. Осевое сечение цилиндра – это сечение цилиндра плоскостью, 
которая проходит через его ось. Осевое сечение – это прямо-
угольник, две стороны которого – это образующие цилиндра, а 
две другие стороны – это диаметры оснований (сечение 
1 1AA B B  на рис. 2.66). 
2. Сечение цилиндра плоскостью, параллельной его оси, – это 
прямоугольник, две стороны которого – это образующие ци-
линдра, а две другие стороны – это хорды оснований (сечение 
KLMN  на рис. 2.67). 
M  
1M  
O  
1O
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 Рисунок 2.66 Рисунок 2.67 
3. Сечение цилиндра плоскостью, параллельной его основани-
ям, – это круг. Это сечение пересекает боковую поверхность 
цилиндра по окружности. Эта окружность равна окружности 
основания, т.е. ńĺ ÷. öčë.R R=  (рис. 2.68). 
Касательной плоскостью к цилиндру называется плос-
кость, которая проходит через образующую цилиндра и перпен-
дикулярна осевому сечению, проведенному через эту образую-
щую. 
На рисунке 2.69 плоскость a  – касательная плоскость ци-
линдра; 1ďë. AOO Ba ^ . 
    
 Рисунок 2.68 Рисунок 2.69 
Основные свойства и соотношения для цилиндра 
1. Основания цилиндра параллельны и равны. 
2. Образующие цилиндра параллельны и равны. 
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3. Высота цилиндра (расстояние между основаниями) равна обра-
зующей. 
4. Площадь основания цилиндра:  
2
î ńí . .S Rp=  
5. Площадь боковой поверхности цилиндра:  
áî ę. 2S RHp= . 
6. Площадь полной поверхности цилиндра:  
( )ďî ëí . áî ę. î ńí .2 2S S S R Hp= + = + . 
7. Объем цилиндра:  2î ńí .V S H R Hp= × = , 
где R  – радиус цилиндра, H  – высота цилиндра. 
Пример 2.22. Высота цилиндра 6 см, радиус основания 5 см. Дан отрезок 
длиной 10 см, концы которого лежат на окружности обоих оснований. 
Найдите кратчайшее расстояние от отрезка до оси цилиндра. 
Решение. Пусть 10 ńěMN =  – данный отрезок (рис. 
2.70). Из точек M  и N  проведем образующие MA  
и .NK  Тогда плоскость ( ) 1;MAN OO  
( ).MN MANÎ  Кратчайшее расстояние от MN  до 
1OO  будет равно расстоянию от прямой 1OO  до 
плоскости ( ).MAN  Проведем отрезок BO AN^ , 
тогда ( ),BO MAN^  значит длина отрезка BO  бу-
дет кратчайшим расстоянием от отрезка MN  до 
оси цилиндра. Найдем длину отрезка .BO  
Из MAN  ( )90AÐ = o  по теореме Пифагора полу-
чим: 2 2 ;AN MN AM= -  ( )2 210 6 8 ńě .AN = - =  
  
Рисунок 2.70 
ANO  – равнобедренный: AO NO=  и BO AN^ Þ ; 4 ńě .2
ANAB AB= =  
Из ABO  ( )90BÐ = o  получим: 2 2 ;OB AO AB= -  ( )2 25 4 3 ńě .OB = - =  
Значит расстояние от отрезка MN  до оси цилиндра равно 3 см. 
Ответ. 3 см. 
Пример 2.23. Сечение цилиндра плоскостью, параллельной его высоте ,H  
– это квадрат, который отсекает от окружности основания дугу .a   
Найдите расстояние от этого сечения до оси цилиндра. 
1O  
O  
A  
M  
N  
B  
K  
Стереометрия 
 121 
Решение. Пусть O  – центр основания цилинд-
ра (рис. 2.71). По условию сечение 1 1ABA B  – 
квадрат, и плоскость сечения параллельна 
высоте цилиндра, значит 1 .AB AA H= =   
ABO  – равнобедренный с основанием ,AB   
,OC AB^  следовательно ,2
HBC CA= =  
.2
AOBBOC COA ÐÐ = Ð =  Центральный угол 
AOB  стягивает дугу ,a  значит ,AOB aÐ =  а 
.2BOC
aÐ =  
  
Рисунок 2.71 
Из ( )90BOC CÐ = o  получим: ctg ctg .2 2
HOC CB BOC OC a= × Ð Þ =  
Ответ. ctg .2 2
H a  
Пример 2.24. Найдите полную поверхность цилиндра, если его боковая по-
верхность равна 80, а осевое сечение – квадрат. 
Решение. Известно, что áî ę . 2 80,S RHp= =  а 2 .H R=  Тогда 2 2 80,R Rp × =  
значит 2 20.Rp =              2ďî ëí . áî ę . 2 80 2 20 120.S S Rp= + = + × =  
Ответ. 120. 
Пример 2.25. Найдите высоту цилиндра, полная поверхность которого рав-
на 24 ,p  а радиус основания равен 2. 
Решение. Полная поверхность цилиндра с высотой H  и радиусом основа-
ния R  равна ( )22 2 2 24R RH R R Hp p p p+ = + =  (по условию), значит 
( ) 12.R R H+ =  Отсюда 12 ,H RR= -  но 2R =  (по условию), следовательно 
4.H =  
Ответ. 4. 
8.2.2. Конус 
Конус (круговой конус) – это тело, которое состоит из:  
1) круга – основания конуса,  
2) точки, не лежащей в плоскости этого круга, – вершины конуса, 
3) всех отрезков, соединяющих вершину конуса с точками осно-
вания. 
1O  
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Отрезки, которые соединяют вершину конуса с точками ок-
ружности основания, – это образующие конуса.  
Боковая поверхность конуса составлена из образующих. 
Полная поверхность конуса состоит из основания и боковой по-
верхности.  
  
Рисунок 2.72 
Конус называется прямым, если прямая, которая соединяет 
вершину конуса с центром основания, перпендикулярна плоско-
сти основания. Прямой конус называют просто конусом. 
На рисунке 2.72 а) изображен наклонный конус, а на рисун-
ке 2.72 б) – прямой. Точка S  – вершина конуса; отрезки ,SA  ,SB  
SC – образующие конуса; точка O  – центр основания конуса. 
Прямой круговой конус можно рассмат-
ривать как тело, которое получается вращени-
ем прямоугольного треугольника вокруг его 
катета – оси конуса.  
На рисунке 2.73 изображен конус, кото-
рый получен вращением прямоугольного тре-
угольника ( )90AOS OÐ = o  вокруг катета .OS  
Прямая SO  – ось конуса; AS l=  – образующая  
  
Рисунок 2.73 
конуса; ęî í .R AO=  – радиус конуса; ęî í .H SO=  – высота конуса. 
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Высота конуса – это перпендикуляр, опущенный из его 
вершины на плоскость основания. У прямого конуса основание 
высоты совпадает с центром основания. 
Ось прямого конуса – это прямая, содержащая его высоту. 
Основные свойства и соотношения для конуса 
1. Образующие конуса равны. 
2. Высота конуса перпендикулярна плоскости его основания. 
3. Площадь основания конуса:  2î ńí . .S Rp=  
4. Площадь боковой поверхности конуса:  áî ę. .S Rlp=  
5. Площадь полной поверхности конуса: 
( )ďî ëí . áî ę. î ńí .S S S R R lp= + = + . 
6. Объем конуса:  2î ńí .
1 1
3 3V S H R Hp= × = , 
где R  – радиус основания конуса; l  – образующая конуса; H  – 
высота конуса. 
Рассмотрим несколько видов сечений конуса плоскостью.  
1. Сечение конуса плоскостью, которая проходит 
через его вершину и пересекает основание, – 
это равнобедренный треугольник (на рис. 2.74 
KSM  – равнобедренный, KS SM= ).  
2. Осевое сечение конуса – это сечение конуса 
плоскостью, которая проходит через его ось. 
Осевое сечение – это равнобедренный тре-
угольник, у которого боковые стороны – это 
образующие цилиндра, а основание – это диа-
метр основания конуса (сечение ASB  на рис. 
2.75). Величина угла при вершине этого тре-
угольника называется углом раствора конуса 
( ASBÐ  на рис. 2.75). 
  
Рисунок 2.74 
  
Рисунок 2.75 
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3. Сечение конуса плоскостью, параллельной 
его основанию – это круг с центром на оси 
конуса. Сечение пересекает боковую поверх-
ность конуса по окружности (рис. 2.76). Такое 
сечение называется поперечным сечением 
конуса.  
ńĺ ÷. 1
ęî í .
.R SOR SO=  
Касательная плоскость конуса ( )a  – это 
плоскость, которая проходит через образующую 
конуса и перпендикулярна осевому сечению, 
проведенному через эту образующую (рис. 2.77). 
 
Рисунок 2.76 
 
Рисунок 2.77 
Плоскость, перпендикулярная оси конуса, отсекает от него 
меньший конус. Оставшаяся часть называется усеченным кону-
сом (рис. 2.78). 
Усеченный конус – это тело, которое образовано при вра-
щении прямоугольной трапеции вокруг ее меньшей боковой сто-
роны – оси конуса. 
На рисунке 2.78 изображен усеченный 
конус, который получен вращением прямо-
угольной трапеции ( )1 90OOCD OÐ = o  вокруг ее 
боковой стороны 1.OO  Эта сторона перпенди-
кулярна основаниям. Основания усеченного 
конуса – это круги; 1r O C=  и R OD=  – радиусы  
 
Рисунок 2.78 
оснований. Боковая сторона CD  трапеции – образующая конуса, 
.CD l=  Прямая 1OO  – ось усеченного конуса. Высота усеченного 
конуса 1.H OO=  
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Основные свойства и соотношения для усеченного конуса 
1. Образующие усеченного конуса равны. 
2. Высота усеченного конуса – это расстояние между плоскостя-
ми его оснований. 
3. Осевое сечение усеченного конуса – это равнобедренная тра-
пеция. Боковые стороны этой трапеции – это образующие усе-
ченного конуса, а основания – это диаметры оснований усе-
ченного конуса. 
4. Площадь боковой поверхности усеченного конуса:  
( )áî ę. .S l R rp= +  
5. Площадь полной поверхности усеченного конуса: 
( ) ( )2 2ďî ëí . áî ę. 1î ńí . 2î ńí .S S S S l R r R rp p= + + = + + + . 
6. Объем усеченного конуса: 
( )2 213V H R Rr rp= + + , 
где R  и r  – радиусы верхнего и нижнего оснований; l  – обра-
зующая усеченного конуса; H  – высота усеченного конуса. 
Пример 2.26. Дан прямой конус осевое сечение которого – правильный 
треугольник. Радиус основания конуса – .R  Найдите площадь сечения, 
проведенного через две образующие, угол между которыми равен .a  
Решение. По условию, осевое сечение конуса – правиль-
ный треугольник, значит образующие конуса равны 
диаметру основания. Тогда искомое сечение ASB  
представляет собой равнобедренный треугольник с бо-
ковыми сторонами 2AS BS R= = , и углом между ними, 
равным a  (рис. 2.79). Площадь этого треугольника 
равна: 21 2 2 sin 2 sin .2S R R Ra aD = × × × =  
Ответ. 22 sin .R a  
  
Рисунок 2.79 
Пример 2.27. В осевое сечение усеченного конуса вписана окружность. 
Докажите, что высота усеченного конуса есть среднее пропорциональ-
ное между диаметрами оснований. 
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O  
S  
B  
a  
Раздел II 
 126 
Доказательство. Пусть ABCD  – осевое сечение усе-
ченного конуса. В него вписана окружность с цен-
тром в точке O  (рис. 2.80). Обозначим r  и R  – ра-
диусы верхнего и нижнего оснований; H  и l  – высо-
ту и образующую усеченного конуса.  
Нужно доказать, что 1 2H d d= , где 1d  и 2d  – это 
диаметры верхнего и нижнего оснований усеченного 
конуса.  
Осевое сечение усеченного конуса – равнобедренная 
 
Рисунок 2.80 
трапеция. Значит ABCD  – равнобедренная трапеция, .AD CB=  Тогда 
2
1 1 ;2
dAO O B R= = =  12 2 ;2
dDO O C r= = =  2 1 ;O O H=  AD CB l= =  (рис. 2.80).  
Из точки C  на AB  опустим перпендикуляр .CM AB^  Тогда 
1 1 1 2 .MB O B O M O B O C R r= - = - = -  В трапецию вписана окружность, 
значит: 1 2 ,CB O B O C R r= + = +  т.е. .l R r= +  
Из ( )90CMB MÐ = o  находим: 2 2 ;CM H CB MB= = -  
( ) ( )2 2 1 24 2 2 ,H R r R r Rr R r d d= + - - = = × = ×  что и требовалось до-
казать. ■ 
8.2.3. Сфера и шар 
Сфера – это тело (поверхность), которое состоит из всех то-
чек пространства, равноудаленных от одной точки – центра сфе-
ры.  
Шар – это тело, состоящее из всех точек пространства, ко-
торые удалены от заданной точки на расстояние, не больше дан-
ного. Такая точка называется центром шара, а данное расстояние 
– радиусом шара.  
Граница шара называется шаровой поверхностью или сфе-
рой. 
Любой отрезок, соединяющий центр шара (сферы) с точкой 
шаровой поверхности, называется радиусом.  
Хордой называется отрезок, соединяющий две любые точки 
шара (сферы). 
B  A  1O  M  
D  2O  C  
O  
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Диаметр – это отрезок, который соединяет две точки шаро-
вой поверхности и проходящий через центр шара (сферы).  
Концы любого диаметра называются диамет-
рально противоположными точками шара. 
Шар можно рассматривать как тело, образо-
ванное вращением полукруга вокруг его диамет-
ра – оси шара (рис. 2.81). 
Сфера – это тело, образованное вращением 
полуокружности вокруг ее диаметра – оси сферы.  
 
Рисунок 2.81 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Любое сечение шара плоскостью есть круг. Центр этого 
круга есть основание перпендикуляра, опущенного из центра ша-
ра на секущую плоскость. 
 
На рис. 2.82 O  – центр шара;  
1O  – центр круга сечения; 1OO a^ ; 
R  – радиус шара; r  – радиус сечения. 
Из ( )1 1 90OO A OÐ = o  находим: 
 2 21 .r R OO= -    
Рисунок 2.82 
Если шар пересекают две различные плоскости, то из при-
веденной выше формулы можно сделать следующие выводы: 
1) если плоскости равноудалены от центра, то они пересекают 
шар по равным кругам; 
2) круг в сечении будет тем больше, чем ближе секущая плос-
кость к центру шара; 
3) наибольший круг получается при сечении шара плоскостью, 
коротая проходит через центр шара; радиус этого круга равен 
радиусу шара. 
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Например, на рисунке 2.83 точка O  – 
центр шара, 1 ;OO a^  2 ;OO b^  1r  и 2r  ра-
диусы кругов сечений, тогда: 
1) если 1 2 1 2OO OO r r= Û = ; 
2) если 1 2 1 2OO OO r r< Û > .   
Рисунок 2.83 
 
Плоскость, которая проходит через центр 
шара, называется диаметральной плоскостью. 
Сечение шара диаметральной плоскостью на-
зывается большим кругом, а сечение сферы – 
большой окружностью (рис. 2.84). 
Любая диаметральная плоскость шара яв-
ляется его плоскостью симметрии. Центр шара 
является его центром симметрии. 
  
Рисунок 2.84 
Основные свойства и соотношения для шара и сферы 
1. Любое сечение шара (сферы) плоскостью есть круг. Радиус 
этого круга не больше радиуса шара, .r R£  
2. Радиус большой окружности (большого круга), полученной пе-
ресечением сферы (шара) плоскостью, проходящей через центр 
сферы (шара), равен радиусу сферы (шара). 
3. Площадь поверхности сферы: 24 ,S Rp=  где R  – радиус сферы. 
4. Объем шара: 34 ,3V Rp=  где R  – радиус шара. 
Шаровой сегмент – это часть 
шара, которая отсекается от него плос-
костью.  
Шаровой слой – это часть шара, 
которая расположена между двумя па-
раллельными плоскостями, пресекаю-
щими шар (рис. 2.85). 
 
Рисунок 2.85 
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Сферический сегмент – это часть сферы, которая отсекает-
ся от нее плоскостью. 
Основные соотношения для сегмента (рис. 2.86) 
1. Площадь сферического сегмента находится 
по формуле: 
( )2 2. . 2 .ńô ńĺ ăěS Rh r hp p= = +  
2. Площадь поверхности шарового сегмента: 
( )2 2 2. . 2 2ř ŕđ ńĺ ăěS Rh r r hp p p= + = + . 
  
Рисунок 2.86 
3. Объем шарового сегмента: ( )2 3hV h Rp= - , 
где R  – радиус сферы, h  – высота сегмента, r  – радиус осно-
вы сегмента. 
Шаровой сектор получается из шарового 
сегмента и конуса следующим образом. Если ша-
ровой сегмент меньше полушара, то шаровой 
сегмент дополняется конусом, вершина которого 
совпадает с центром шара, а основанием является 
основание сегмента. Если же шаровой сегмент 
больше полушара, то указанный конус из него 
удаляется (рис. 2.87). 
  
Рисунок 2.87 
Основные соотношения для шарового сектора (рис. 2.87) 
1. Площадь поверхности шарового сектора: 
( ). . 2 2 ,ř ŕđ ńĺ ęňS Rh rR R h rp p p= + = +  
где R  – радиус шара, h  – высота шарового сегмента, r  – ра-
диус основания шарового сегмента. 
2. Объем шарового сектора:  
22
3V R hp= . 
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Плоскость, которая имеет с шаром (сферой) только одну 
общую точку, называется касательной плоскостью. 
Прямая, которая имеет с шаром (сферой) только одну об-
щую точку, называется касательной к шару (сфере). Эта прямая 
лежит в касательной плоскости, проведенной через точку каса-
ния. 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Касательная плоскость (прямая) перпендикулярна к радиу-
су шара (сферы), проведенному в точку касания. 
и наоборот 
Если плоскость (прямая) проходит через точку шара (сфе-
ры) и перпендикулярна радиусу, проведенному в эту точку, то 
она касается шара (сферы). 
Две сферы касаются друг друга, если они имеют только 
одну общую точку. Точка касания и центры сфер лежат на одной 
прямой. 
При внешнем касании двух сфер (рис. 2.88) расстояние ме-
жду их центрами равно сумме радиусов этих сфер.  
При внутреннем касании двух сфер (рис. 2.89) расстояние 
между их центрами равно модулю разности радиусов этих сфер. 
  
Рисунок 2.88 Рисунок 2.89 
1O  
2O  
M  1O  
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Пример 2.28. Стороны треугольника равны 15, 14 и 13 см. Найдите рас-
стояние от плоскости треугольника до центра шара, который касается 
всех сторон треугольника, если радиус шара равен 5 см. 
Решение. Дан шар с центром в точке O  и радиу-
сом 5 ńěR = . Стороны ABC  касаются по-
верхности шара и равны 15 ńě ,AB =  
14 ńěBC =  и 13 ńě .AC =  (рис. 2.90). Найдем 
расстояние от центра шара до плоскости 
.ABC  
Пусть DM r=  – радиус круга, который про-
веден в точку касания стороны BC  с поверх-
ностью шара. 5 ńěOM R= =  – радиус шара. 
Тогда из ( )90ODM DÐ = o  находим: 
  
Рисунок 2.90 
2 2 2 2 .OD OM DM R r= - = -  
Радиус круга, вписанного в треугольник, найдем по формуле: ,Sr p=  где 
S  – площадь, а p  – полупериметр треугольника. Тогда: 
( )( )( )p p a p b p c
DM r p
- - -
= = Þ  ( )21 6 7 8 4 ńě .21r
× × ×= =  
Подставим найденное значение в формулу для ,OD  и найдем искомое 
расстояние:  ( )2 25 4 3 ńě .OD = - =  
Ответ. 3 см. 
Пример 2.29. Найдите объем меньшего шарового сегмента, если радиус 
окружности его основания равен 8 см, а радиус шара – 10 см. 
Решение. На рисунке 2.91 точка O  – центр шара с 
радиусом 10 ńě ,R =  а точка 1O  – центр окружности 
основания сегмента с радиусом 8 ńě .r =   
Объем шарового сегмента находится по формуле: 
( )2 ,3hV h Rp= -  где h  – высота сегмента. Найдем h .   Рисунок 2.91 
2 2
1 ,h R OO R R r= - = - -  получим: 
2 210 10 8 10 6 4,h = - - = - =  тогда 
( )2 34 4164 10 ńě .3 3V p p= - =  
Ответ. 3416 ńě .3 p  
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8.3. Комбинации многогранников и тел вращения 
8.3.1. Комбинация пирамиды и конуса 
Пирамида называется вписанной в конус (рис. 2.92), если:  
1) ее основание – это многоугольник, вписанный 
в основание конуса; 
2) вершина совпадает с вершиной конуса; 
3) боковые ребра являются образующими конуса. 
Пирамиду можно вписать в конус, если 
вершина пирамиды проецируется в центр окруж-
ности, описанной около ее основания.  
 
Рисунок 2.92 
 
Пирамида называется описанной 
около конуса (рис. 2.93), если: 
1) ее основание – это многоугольник, опи-
санный около основания конуса; 
2) вершина совпадает с вершиной конуса; 
3) боковые грани касаются боковой поверх-
ности конуса.  Рисунок 2.93 
Пирамиду можно описать около конуса, если вершина пира-
миды проецируется в центр окружности, вписанной в ее основа-
ние. 
Пример 2.30. Дан конус с вписанной в него треуголь-
ной пирамидой. Боковые ребра пирамиды попарно 
взаимно перпендикулярны. Найдите угол между 
образующей конуса и его высотой. 
Решение. Пусть ABCS  – треугольная пирамида, впи-
санная в конус (рис. 2.94). Искомый угол a  – это 
угол между высотой пирамиды и ее боковым реб-
ром. 
По условию 90 .ASB BSC CSAÐ = Ð = Ð = o   
Обозначим длину бокового ребра пирамиды через 
,a  т.е. .AS BS CS a= = =   
 
Рисунок 2.94 
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Тогда  2;BC AC AB a= = =   2 3 .3
aOB ×=   
Из ( )90BOS OÐ = o  найдем: sin ;OBSBa =  
6 6sin arcsin .3 3a a= Þ =  
Ответ. 6arcsin .3  
Пример 2.31. В конус вписана пирамида .SABCD  Трапеция ABCD  – осно-
вание пирамиды. Известно, что 60 ;BADÐ = o  3 ;BC a=  8AD a=  ( BC  и 
AD  – основания трапеции). Высота пирамиды 7 .SO a=  Найдите пло-
щадь боковой поверхности конуса (рис. 2.95). 
 
 
Рисунок 2.95 Рисунок 2.96 
Решение. По условию, основанием пирамиды является трапеция .ABCD  
Она вписана в основание конуса, значит эта трапеция равнобедренная 
(рис. 2.96). Учитывая это, находим: 8 3 5 .2 cos 2 cos60
AD BC a aAB aBAD
- -= = =
× Ð × o
  
Из ABD  по теореме косинусов получим: 
2 2 2 cosBD AB AD AB AD BAD= + - × × Ð  7 .BD aÞ =  
Радиус окружности, описанной около трапеции равен радиусу окружно-
сти, описанной около ,ABD  тогда по теореме синусов 2 ,sin
BD RBAD =Ð  
значит 2sin
BDR BAD= ÞÐ  
7 .
3
aR =  
Из ( )90ASO OÐ = o  (рис. 2.95) найдем образующую конуса .AS l=   
2 2AS AO SO= + Þ  14 .
3
aAS l= =  
Площадь боковой поверхности конуса найдем по формуле: ,S Rlp=   
тогда    
27 14 98 .33 3
a a aS pp= × × =  
Ответ. 
298 .3
ap  
O
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8.3.2. Комбинация призмы и цилиндра 
Призма называется вписанной в цилиндр (рис. 2.97), если:  
1) ее основания – это многоугольники, вписанные 
в окружности оснований цилиндра; 
2) боковые ребра совпадают с образующими ко-
нуса. 
Призму можно вписать в цилиндр, если она 
прямая и около ее основания можно описать ок-
ружность.  
 
Рисунок 2.97 
Призма называется описанной около цилиндра (рис. 2.98),  
если: 
1) ее основания – это многоугольники, описан-
ные около оснований цилиндра; 
2) боковые грани касаются боковой поверхно-
сти цилиндра. 
Призму можно описать около цилиндра, 
если она прямая и в ее основание можно впи-
сать окружность. 
 
Рисунок 2.98 
На рисунке 2.98 показана пятиугольная призма, описанная 
около цилиндра. 1 1, ,KK LL K – линии касания боковой поверх-
ности цилиндра и боковой поверхности призмы. 
Пример 2.32. В правильной треугольной призме боковое ребро равно ,l  а 
диагональ боковой грани образует с плоскостью основания угол .a  Най-
дите боковую поверхность цилиндра, вписанного в эту призму. 
Решение. Дана правильная треугольная призма (рис. 2.99), 
значит основание призмы – равносторонний треуголь-
ник. Боковое ребро равно высоте призмы, а значит, и 
высоте вписанного в нее цилиндра: .H l=  Обозначим 
сторону равностороннего треугольника через ,a  тогда 
ctg .a l a= ×  Основанием цилиндра является круг, вписан-
ный в равносторонний треугольник, значит радиус этого 
 
Рисунок 2.99 
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круга: 3 3 ctg .6 6
ar l a= = ×  
Площадь боковой поверхности цилиндра находим по формуле 2 ,S rHp=  
тогда 23 32 ctg ctg .6 3S l l lp a p a= × × =  
Ответ. 23 ctg .3 lp a  
8.3.3. Комбинация шара и призмы 
Шар, описанный около призмы 
Шар называется описанным около призмы, если все вер-
шины призмы лежат на поверхности шара (рис. 2.100). 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
1. Шар можно описать только около прямой призмы, вокруг 
основания которой можно описать окружность. 
2. Центр шара, описанного вокруг прямой призмы, лежит на 
середине отрезка, который соединяет центры окружностей, опи-
санных около оснований призмы. 
 
Так, в призме 1 1 1ABCA B C  (рис. 2.100)  
1O  и 2O  – центры окружностей, описанных 
вокруг оснований призмы ABC  и 1 1 1A B C ;  
O  – середина отрезка 1 2O O Þ  O  – центр 
описанного шара. 
Тогда в прямоугольном треугольнике 
( )1 1 90AOO OÐ = o  можно записать сле-
дующие соотношения: 
  
Рисунок 2.100 
,R OA=  где R  – радиус описанного шара; 
1 ,r O A=  где r  – радиус окружности, описанной около основа-
ния призмы;  
1 1 ďđčçě ű
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Пример 2.33. Вокруг правильной треугольной призмы описан шар. Высота 
призмы в 2 раза больше стороны основания. Найдите отношение объема  
шара к объему призмы. 
Решение. По условию 1 1 1ABCA B C  – правильная 
треугольная призма, 1 2 2 ,O O AB=  O  – центр 
описанного шара (рис. 2.101). 
В основании правильной треугольной призмы 
лежит равносторонний .ABC  Пусть ,AB a=  а 
радиус окружности, вписанной в этот тре-
угольник, 2 .AO r=  Тогда 2
3 .3
aAO r= =  
Так как 2 1 2
1 1 2 ,2 2OO O O AB a= = × =  то из 2AOO   
  
Рисунок 2.101 
( )2 90OÐ = o  по теореме Пифагора вычислим: 2 2 ;AO R AO OO= = +  
2 2
2 23 2 3 .3 3 3
a a aR a aæ ö= + = + =ç ÷
è ø
 
Объем шара найдем по формуле 34 ,3V Rp=  тогда: 
3 3
ř ŕđŕ
4 8 3 3 32 3 .3 27 27
a aV pp ×= × =  
Объем призмы найдем по формуле î ńí . .V S H= ×   
Так как 
2
î ńí .
3 ,4ABC
aS S= =  то 
2 3
ďđčçě ű 1 2
3 32 .4 2ABC
a aV S O O a= × = × =  
Отношение объемов равно: 
3 2
ř ŕđŕ
ďđčçě ű
32 3 3 64: .27 4 27
V a a
V
p p= =  
Ответ. 64 .27
p  
Шар, вписанный в призму 
Шар называется вписанным в 
призму, если все грани призмы касаются 
шара. 
На рис. 2.102 O  – центр вписанного 
шара; K  – точка касания шара с гранью 
1 1 1;A B C  î ďčń.ř ŕđŕOK r=  ( )1 1 1ďë.OK A B C^ .   
Рисунок 2.102 
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ЗАПОМНИТЕ! 
1. Шар можно вписать в призму, если ее перпендикулярным 
сечением является многоугольник, в который можно вписать 
окружность. Диаметр вписанной окружности должен равняться 
высоте призмы. 
2. Центр шара, вписанного в прямую призму, лежит на сере-
дине отрезка, который соединяет центры окружностей, вписан-
ных в основания призмы. При этом радиус шара равен радиусу 
окружности, вписанной в основание призмы, а диаметр шара 
равен высоте призмы. 
 
Так, в наклонной призме 1 1 1ABCA B C  
(рис. 2.103) O  – центр вписанного шара; 
0 0 0A B C  – перпендикулярное сечение 
призмы ( )0 0 0 1A B C AA^ ; 
0 0 0âďčń.ř ŕđŕ î ęđ., âďčń. â ďĺ đďĺ í ä. ńĺ ÷ĺ í čĺ  A B C
;r r=  
âďčń.ř ŕđŕ ďđčçě űd H= . 
В прямой призме 1 1 1ABCA B C  (рис. 
2.104) точки 1O  и 2O  – центры окружно-
стей, вписанных в основания призмы 
ABC  и 1 1 1A B C ;  
O  – середина отрезка 1 2O O Þ  O  – центр 
вписанного шара; 
âďčń.ř ŕđŕ î ęđ.î ńí .;r r=         âďčń.ř ŕđŕ ďđčçě űd H= . 
  
Рисунок 2.103 
  
Рисунок 2.104 
Пример 2.34. Около сферы описан прямой параллелепипед. Диагонали па-
раллелепипеда равны 10 ńě  и 4 ńě . Найдите радиус сферы. 
Решение. Высота данного параллелепипеда равна диаметру вписанной 
сферы. Обозначим радиус сферы ,R  тогда 2 .H R=  Пусть 1AC d=  боль-
B  A  
1B  1A  
C  
1C  
1O  
O  
2O  
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шая диагональ основания параллелепипеда, а 2BD d=  его меньшая диа-
гональ (рис. 2.105). По условию параллелепипед 1 1 1 1ABCDA B C D  – прямой. 
Тогда 1AC  – это его большая диагональ, а 1BD  – меньшая диагональ, т.е. 
1 4 ńě ;AC =  1 10 ńě .BD =  
Из прямоугольных треугольников 
( )1 90ACC CÐ = o  и ( )1 90BDD DÐ = o  получим: 
2 2
1 16 4 ;d R= -  и 
2 2
2 10 4 .d R= -  
Рассмотрим перпендикулярное сечение парал-
лелепипеда, которое проходит через точку O  – 
центр сферы. Это будет параллелограмм 
2 2 2 2 ,A B C D  равный основанию. В нем 2 2 1;A C d=   
 
Рисунок 2.105 
2 2 2.B D d=  Этот параллелограмм описан около окружности (большой ок-
ружности сферы), значит он является ромбом и его центр совпадает с 
центром O  этой окружности. Тогда 2 2 90 ;A OBÐ =
o  12 ;2
dA O =  22 .2
dB O =  
Пусть 2 2 ,OK A B^  тогда OK R=  и в 2 2A OB  имеем 2 2 2 2 .OK A B A O B O× = ×  
Значит 2 21 2 1 22 .R d d d d+ = ×  Подставим в это равенство значения для 1d  
и 2.d  Получим уравнение 
4 23 13 10 0.R R- + =  Его решениями будут 1 1R =  
и 2
10.3R =  Однако 2R  – это посторонний корень, т.к. при подстановке 
данного значения в выражение для 2d  получим 
2
2 0d < . Значит 1 1R =  – 
единственное решение. 
Ответ. 1 см. 
8.3.4. Комбинация шара и пирамиды 
Шар, описанный около пирамиды 
Шар называется описанным около пи-
рамиды, если все вершины пирамиды лежат на 
поверхности шара. 
На рис. 2.106 ABCS  – вписанная в шар 
треугольная пирамида; 1O  – центр описанного 
шара; 1 1 1 1 î ďčń.ř ŕđŕAO BO CO SO R= = = = . 
 
Рисунок 2.106 
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ЗАПОМНИТЕ! 
1. Шар можно описать около пирамиды, если вокруг ее осно-
вания можно описать окружность. 
2. Центр шара, описанного около пирамиды, лежит на пря-
мой, которая перпендикулярна к плоскости основания, и прохо-
дит через центр окружности, описанной около основания. Точка 
пересечения этой прямой с плоскостью, перпендикулярной бо-
ковому ребру и проходящей через его середину, и будет цен-
тром шара.  
 
Так, в пирамиде ABCS  (рис. 2.107): 
– O  – центр окружности, описанной около ос-
нования пирамиды; 
– 1 ďëî ńęî ńňč  OO ABC^ ; 
– M  – середина ребра SA; SAa ^  ( )M aÎ ; 
– 1OOa I  в точке 1O ; 
– 1O  – центр описанного шара. 
 
Рисунок 2.107 
На практике чаще всего рассматривают пирамиду, у которой 
основанием высоты является центр окружности, описанной около 
основания пирамиды. В такой пирамиде центр описанного шара 
находится в точке пересечения прямой, содержащей высоту пи-
рамиды, с серединным перпендикуляром к боковому ребру. 
Так, в пирамиде ABCS  (рис. 2.108): 
– SO  – высота пирамиды ABCS ; 
– O  – центр окружности, описанной около основания 
пирамиды; 
– M  – середина ребра SA : 1MO SA^ ; 
– 1O  – центр описанного шара; 
– î ďčń.ř ŕđŕ 1R SO= ; 
 
Рисунок 2.108 
– 1R OA=  – радиус окружности, описанной около основания. 
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Для решения задач в этом случае используем:  
а) равенство углов 1SO M SAOÐ = Ð  для вычисления элементов 
прямоугольных треугольников SAO  и 1SMO ; 
б) подобие SAO 1SO M  для записи соответствующих пропор-
ций. 
Пример 2.35. Две боковые грани треугольной пирамиды – это равные меж-
ду собой прямоугольные треугольники с общим катетом, равным .l  Угол 
между этими гранями .a  Третья боковая грань пирамиды образует с ос-
нованием двугранный угол, равный .b  Найдите радиус шара, описанно-
го около пирамиды. 
Решение. Пусть ABCS  – заданная пирамида (рис. 2.109), у которой: 
;CAS BAS=   90 ;CAS BASÐ = Ð = o  ;AS l=  .CAB aÐ =   
ABC  – равнобедренный с основанием ;CB   
D  – середина ребра ,BC  тогда .ADS bÐ =  
Данная пирамида симметрична относительно 
плоскости, проходящей через точки ,A  ,S  .D  
Следовательно, центр шара, описанного около 
пирамиды, лежит в этой плоскости. 
Продолжим отрезок AD  до пересечения с по-
верхностью шара, получим точку .E  Так как 
90 ,EASÐ = °  то отрезок ES  является диамет-
ром шара. 
Рассмотрим четырехугольник .ABEC  Все его 
 
Рисунок 2.109 
вершины лежат на окружности, описанной вокруг основания пирамиды, 
и симметричны относительно отрезка .AE  Значит центр данной окруж-
ности лежит на AE  и, следовательно, ACEÐ  – прямой. 
Из ( )90ADS AÐ = o  находим: ctg .AD l b= ×  
Из ( )90ACD DÐ = o  находим: 
cos 2
ADAC
a
= Þ  ctg .
cos 2
lAC b
a
×=  
Из ( )90ACE CÐ = o  находим: 
cos 2
ACAE
a
= Þ  
2
ctg .
cos 2
lAE b
a
×=  
Из ( )90AES AÐ = o  находим: 2 22 ,SE R AS AE= = +  тогда получим: 
B
A  
S  
C
O  
E  D  
l  
b  
a  
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2 2
2 4 2
4 2
ctg cos ctg .2cos cos2 2
l lES l b a b
a a
×= + = +   
Значит 4 2ř ŕđŕ 2 cos ctg .22cos 2
lR a b
a
= +  
Ответ. 4 2
2
cos ctg .22cos 2
l a b
a
+  
Шар, вписанный в пирамиду 
Шар называется вписанным в пирами-
ду, если все грани пирамиды касаются этого 
шара. 
На рис. 2.110 ABCS  – описанная около 
шара треугольная пирамида;  
1O  – центр вписанного шара; 
K  – точка касания с гранью SAC ; 
1 âďčń. ř ŕđŕO K r=  ( )1 ďë. .O K SAC^  
  
Рисунок 2.110 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Шар можно вписать в пирамиду, у которой плоскости, со-
держащие биссектрисы двугранных углов, пересекаются в од-
ной точке. Эта точка является центром описанного шара.  
 
Так, в пирамиде ABCS  (рис. 2.111): 
– 1O  – центр вписанного шара; 
– плоскость 1BO C  – биссекторная плоскость 
двугранного угла при ребре BC ; 
– 1 ďëî ńęî ńňč  O K ABC^ ; 
– 1 âďčń. ř ŕđŕO K r=  – радиус вписанного шара.   
Рисунок 2.111 
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Чаще всего рассматривают пирамиду, у которой основанием 
высоты является центр окружности, вписанной в основание пи-
рамиды. В такой пирамиде центр вписанного шара лежит на вы-
соте пирамиды в точке пересечения высоты с биссектрисой ли-
нейного угла двугранного угла при основании. 
Так, в пирамиде ABCS  (рис. 2.112): 
– SO  – высота пирамиды ABCS ; 
– O  – центр окружности, вписанной в ос-
нование пирамиды; 
– SMOÐ  – линейный угол двугранного уг-
ла, образованного боковой гранью CBS  
и основанием пирамиды ( ;OM BC^  
SM BC^ ); 
  
Рисунок 2.112 
– 1MO  – биссектриса угла SMOÐ ; 
– 1 âďčń. ř ŕđŕOO r=  – радиус вписанного шара; 
– î ęđ.OM r=  – радиус окружности, вписанной в основание. 
Для решения задач используем:  
а) соотношения в прямоугольных треугольниках 1OMO  и SOM ; 
б) равенство 1
1
2OMO SMOÐ = Ð  
в) соотношение 1
1
,SO SMOO OM=  так как 1MO  – биссектриса SOM ; 
г) радиус вписанного шара ďčđŕě čäűâďčń. ř ŕđŕ
ďî ëí . ďî â.
3 V
r S
×
= . 
Пример 2.36. Высота правильной четырехугольной пирамиды равна .H  
Двугранный угол при основании равен .j  Найдите радиус вписанного 
шара. 
Решение. Пусть ABCDS  – правильная четырехугольная пирамида (рис. 
2.113), у которой ,SO H=  ,SF DC^  тогда SFO jÐ =  – линейный угол 
двугранного угла при основании. 
B  A  
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Пирамида правильная, значит основание высо-
ты пирамиды является центром окружности, 
вписанной в ее основание. Центром вписанно-
го шара будет точка пересечения высоты пира-
миды с биссектрисой двугранного угла при ос-
новании.  
Пусть 1FO  – биссектриса угла ,SFO  тогда 1O  – 
центр вписанного шара и 1 2OFO
jÐ = . 
Из ( )90SOF OÐ = o  получим: 
  
Рисунок 2.113 
ctg ctg .OF OS OF Hj j= × Þ = ×  
Из ( )1 90OO F OÐ = o  получим: 1 1tg ctg tg .2 2OO OF OO H
j jj= × Þ = × ×  
Ответ. ctg tg .2H
jj× ×  
8.3.5. Комбинация шара и цилиндра 
Шар, описанный около цилиндра 
Шар называется описанным около ци-
линдра, если окружности оснований цилиндра 
лежат на поверхности шара. 
На рисунке 2.114 точки 1O  и 2O  – центры 
оснований цилиндра; точка O  – центр описан-
ного шара; R  – радиус шара.  
Рисунок 2.114 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
1. Шар можно описать вокруг любого прямого цилиндра. 
2. Центр шара, описанного около цилиндра, совпадает с цен-
тром окружности, которая описана около осевого сечения ци-
линдра. Радиус шара равен радиусу этой окружности. 
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Пример 2.37. В шар объема 4 3  вписан цилиндр. Образующая цилиндра 
видна из центра под углом 60 .o  Найдите объем цилиндра. 
Решение. Обозначим радиус шара .R   
Равнобедренный треугольник ABO  (рис. 2.115), 
образованный двумя радиусами шара и образую-
щей цилиндра, равносторонний, так как угол меж-
ду радиусами равен 60 .o  Поэтому высота цилиндра 
равна радиусу шара öčëčí äđŕ 1 2 ,H O O AB R= = =  а ради-
ус основания цилиндра 3 .2
Rr =  
Известно, что объем шара находится по формуле 
 
Рисунок 2.115 
3
ř ŕđŕ
4 ,3V Rp=  тогда из условия 
3 34 3 34 3 .3 R Rp p= Þ =  
Объем цилиндра 2öčë. ,V r Hp= ×  т.е. 
2
3
öčë.
3 3 ,2 4
RV R Rp pæ ö= × =ç ÷
è ø
 подставив 
значение для 3R  получим: öčë.
3 3 3 9 3 .4 4V p p= × =  
Ответ. 9 3 .4  
Шар, вписанный в цилиндр 
Шар называется вписанным в цилиндр, ес-
ли его поверхность касается каждой образующей и 
обоих оснований цилиндра. 
На рис. 2.116 точка O  – центр вписанного в 
цилиндр шара; точки 1O  и 2O  – центры оснований 
цилиндра; 1 2O O H=  – высота цилиндра; 1AO r= – 
радиус основания цилиндра. 
 
Рисунок 2.116 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
1. Шар можно вписать в прямой цилиндр, если высота ци-
линдра равна диаметру его основания, т.е. 2H r= . 
2. Центр вписанного в цилиндр шара является серединой от-
резка, соединяющего центры оснований цилиндра. 
O  
B  
1O  
2O  
A  
O  
r  1O  
2O  
60o  
A  
B  
R  
R  
Стереометрия 
 145 
Точками касания шара и образующих цилиндра являются 
середины этих образующих. Таким образом, множество точек ка-
сания – есть окружность. Она представляет собой сечение боко-
вой поверхности цилиндра плоскостью, которая параллельна ос-
нованиям и проходит через середину высоты. 
Пример 2.38. Внутри цилиндра помещены два шара радиуса r  и один шар 
радиуса .2
r  Каждый шар касается двух других, а также нижнего осно-
вания цилиндра и его боковой поверхности. Найдите  радиус  основания 
цилиндра. 
Решение. Пусть O  – центр основания цилиндра; 
1,O  2 ,O  3O  – центры шаров, а точки ,A  ,B  C  – 
проекции этих центров на основание цилиндра; 
M  – проекция точки касания равных шаров на 
основание цилиндра, а N  и K  – проекции точек 
касания шаров разных радиусов с боковой по-
верхностью цилиндра на его основание (рис. 
2.117 а, б). 
Обозначим радиус основания цилиндра через .R  
Тогда ;ON OK R= =  .OB OK BK R r= - = -  
Длину отрезка ,AB  равную 1 ,O D  найдем из 
( )1 2 90 :O DO DÐ = o  2 21 1 2 2 ;AB O D O O O D= = -  
( ) ( )2 2 2.2 2r rAB r r r= + - - =  
 
  
Рисунок 2.117 
Из ( )90AMB MÐ = o  имеем ( )22 2 22 .AM AB MB r r r= - = - =  По-
этому ( ) ( ) 3 .2 2rOM ON AN AM R r R r= - + = - + = -  
Из ( )90OMB MÐ = o  по теореме Пифагора имеем: 2 2 2 ,OM MB OB+ =  
тогда получим уравнение: ( ) ( )2 223 ,2R r r R r- + = -  откуда 9 .4R r=  
Ответ. 9 .4 r  
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8.3.6. Комбинация шара и конуса 
Шар, описанный около конуса 
Шар называется описанным около конуса, 
если окружность его основания и вершина лежат 
на поверхности шара (рис. 2.118). 
На рис. 2.118 SAB  – осевое сечение конуса; 
1SO H=  – высота конуса; SA l=  – образующая ко-
нуса; 1AO r=  – радиус основания конуса; O  – 
центр описанного шара; AO SA R= =  – радиус шара.  
 
Рисунок 2.118 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
1. Шар можно описать около любого конуса. 
2. Центр описанного шара совпадает с центром окружности, 
которая описана около осевого сечения конуса. Радиус шара ра-
вен радиусу этой окружности. 
Пример 2.39. В шар вписан конус. Площадь осевого сечения конуса равна .S  
Угол между высотой и образующей конуса равен .a  Найдите объем шара. 
Решение. Обозначим через r  радиус основания конуса, R  
– радиус шара, O  – центр шара, 1O  – центр основания 
конуса (рис. 2.119). 
Из ( )1 1 90AO S OÐ = o  имеем: 1 1 ctg ctg .SO AO ra a= × = ×  
Значит, 21 1 ctg .ABSS S AO O S r a= = × = ×   
Тогда, tg .r S a= ×  
Из ABS  по теореме синусов имеем: 
 
Рисунок 2.119 
2 tg22 .sin 2 sin 2 sin 2
SAB rR a
a a a
×
= = =  Тогда tg .sin 2
SR a
a
×
=  
Значит, объем шара равен 
3 3
3
3
tg4 4 .3 3 sin 2
SV R ap p
a
×
= =  
Ответ. 
3 3
3
tg4 .3 sin 2
S a
p
a
×
 
S  
O  
1O  
A  
B  
a  
S  
O  
1O  
A  
B  
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Шар, вписанный в конус 
Шар называется вписанным в конус, если 
поверхность шара касается основания конуса и 
каждой его образующей (рис. 2.120). 
На рисунке 2.120 O  – центр вписанного ша-
ра; 1O  – центр основания конуса; 2O  – центр ок-
ружности касания поверхности шара и боковой 
поверхности конуса. 
 
Рисунок 2.120 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
1. Шар можно вписать в любой конус. 
2. Центр шара, вписанного в конус, совпадает с центром ок-
ружности, вписанной в осевое сечение конуса. Радиус вписан-
ного шара равен радиусу этой окружности. 
 
Пример 2.40. В конус вписан шар. Радиус окруж-
ности, которая образована точками касания по-
верхности шара и боковой поверхности конуса, 
равен .r  Прямая соединяет центр шара с произ-
вольной точкой окружности основания конуса. 
Эта прямая составляет с основанием конуса 
угол, равный .a  Найдите объем конуса. 
Решение. Пусть O  – центр основания конуса (рис. 
2.121), 1O  – центр вписанного шара, 2O  – центр 
окружности касания поверхности шара и боко-
вой поверхности конуса. Рассмотрим осевое се-
чение конуса плоскостью ABS  на отдельном ри-
сунке (рис. 2.122). 
По условию задачи 2 ;CO r=  1 ,OAO aÐ =  тогда 
2 ,OAS aÐ =  1 .2ACO
pÐ =   
2 2 2 ,CO S AOS SCO SAO aÞ Ð = Ð =    значит 
1 2 2 .2O CO
p aÐ = -  
 
Рисунок 2.121 
 
Рисунок 2.122 
a  
B  A  O  
1O
2O  D  C  
S  
O  
1O
2O  
a  
S  
A  B  
C  D  
O  
1O
2O  
S  
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Из ( )2 1 2 90O CO OÐ = o  получим: ( )
2
1 .sin 2cos 22
CO rCO
ap a
= =
-
  
1 1OO CO=  (радиусы вписанного шара), значит 1 .sin 2
rOO
a
=  
Из ( )1 90AOO OÐ = o  получим: 1 ctgctg .sin 2
rAO OO aa
a
×= × =   
Из ( )90AOS OÐ = o  получим: ctgtg 2 tg 2 .sin 2
rSO AO aa a
a
×= × =   
Объем конуса: 
3 3 3
2 3
3
ctg tg 2 ctg1 1 2 .3 3 3 sin 4 sin 2sin 2
rV AO OS ra a ap p p
a aa
× ×= × = =
×
 
Ответ. 
3
3 ctg2 .3 sin 4 sin 2r
ap
a a×
 
 
Ответьте на вопросы 
1. Что такое цилиндр? 
2. Назовите основные элементы цилиндра. 
3. Дайте определение прямого цилиндра. 
4. Какие виды сечений цилиндра вы знаете? 
5. Какой цилиндр называют вписанным в призму? 
6. Какой цилиндр называют описанным вокруг призмы? 
7. Дайте определение касательной плоскости к цилиндру. 
8. Приведите основные свойства и соотношения для цилиндра. 
9. Что такое конус? 
10. Назовите основные элементы конуса. 
11. Какие виды сечений конуса вы знаете? 
12. Дайте определение усеченного конуса. 
13. Какие виды сечений конуса вы знаете? 
14. Какой конус называют вписанным в пирамиду? 
15. Какой конус называют описанным около пирамиды? 
16. Дайте определение касательной плоскости к конусу. 
17. Приведите основные свойства и соотношения для конуса. 
18. Что такое шар? 
19. Что такое сфера? 
20. Дайте определение основным элементам шара. 
s 
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21. Какую плоскость называют касательной плоскостью к шару? 
22. Приведите основные свойства и соотношения для касатель-
ных плоскостей к шару. 
23. Какой шар называют описанным около призмы? 
24. Какой шар называют вписанным в призму? 
25. Какой шар называют описанным около пирамиды? 
26. Какой шар называют вписанным в пирамиду? 
27. Какой шар называют описанным около цилиндра? 
28. Какой шар называют вписанным в цилиндр? 
29. Какой шар называют описанным около конуса? 
30. Какой шар называют вписанным в конус? 
 
 
Задания для самостоятельной работы № 9 
I. Высота цилиндра равна 5 см. На расстоянии 4 см от его 
оси проведено сечение, перпендикулярное основаниям цилиндра. 
Найдите радиус основания, если диагональ сечения равна 13 см.  
II. Через одну образующую цилиндра проведены два сече-
ния, угол между которыми равен 120 ,°  а площади полученных се-
чений равны по 248 ńě . Найдите объем цилиндра, если его высота 
равна 8 см.  
III. Цилиндр образован вращением прямоугольника вокруг од-
ной из его сторон. Выразите объем V  цилиндра через площадь S  
этого прямоугольника и длину C  окружности, описанной точкой 
пересечения его диагоналей.  
IV . Высота конуса равна 12 см, а разность образующей и ра-
диуса основания равна 8 см. Найдите площадь осевого сечения 
конуса.  
V . Осевое сечение конуса – правильный треугольник, площадь 
которого равна 24 3 ńě . Найдите объем конуса.  
VI. Радиусы оснований усеченного конуса равны 10 см и 8 см, 
а образующая усеченного конуса перпендикулярна диагонали 
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осевого сечения, которое проходит через эту образующую. Най-
дите площадь осевого сечения усеченного конуса.  
VII. Объем конуса равен .V  Высота его разделена на три 
равные части. Через точки деления проведены плоскости, парал-
лельные основанию. Найдите объем средней отсеченной части.  
VIII. Через конец радиуса шара проведена плоскость, которая 
образует с этим радиусом угол 30 .°  Найдите площадь сечения, 
если радиус шара равен 6 см.  
IX. Радиусы двух сфер равны 13 см и 15 см, а расстояние меж-
ду их центрами – 14 см. Найдите длину линии, по которой пере-
секаются поверхности этих сфер.  
X. Радиус шара равен 12 см. Найдите объем шарового сек-
тора этого шара, если дуга его осевого сечения содержит 90 .o   
XI. В основании пирамиды лежит равнобедренный тре-
угольник, основание которого равно 16 см, а боковая сторона – 
10 см. В пирамиду вписан конус. Найдите площадь осевого сече-
ния конуса, если высота конуса равна 9 см.  
XII. Основания усеченной пирамиды – квадраты, площади 
которых равны 216 ńě  и 236 ńě ,  а площадь ее боковой поверхно-
сти – 240 ńě .  Найдите площадь осевого сечения усеченного кону-
са, вписанного в эту усеченную пирамиду.  
XIII. В основании прямой четырехугольной призмы лежит 
четырехугольник ,ABCD  углы которого равны: 36 ,AÐ = °  
123 ,BÐ = °  144 ,CÐ = °  57 .DÐ = °  Можно ли описать около этой 
призмы цилиндр?  
XIV . В основании прямой призмы лежит равнобокая трапе-
ция, боковая сторона которой равна меньшему основанию, а ост-
рый угол 60 .°  Можно ли вписать цилиндр в эту призму?  
XV . В основании прямой призмы лежит равнобедренный 
прямоугольный треугольник. Высота призмы равна 10 см, а пло-
щадь боковой поверхности – 240 ńě .  Найдите радиус основания 
цилиндра, описанного около этой призмы.  
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XVI. Сторона основания правильной шестиугольной призмы 
равна 8 см, а боковое ребро – 4 см. Найдите площадь боковой по-
верхности цилиндра, вписанного в эту призму.  
XVII. В правильную треугольную призму вписан шар. Найди-
те отношение стороны основания призмы к ее высоте.  
XVIII. Высота правильной четырехугольной призмы равна 
6 см, а радиус описанной сферы – 9 см.  
XIX. Высота правильной четырехугольной пирамиды равна 
12 см, а ее диагональное сечение – прямоугольный треугольник. 
Найдите радиус сферы, описанной около пирамиды. 
XX. Сторона основания правильной четырехугольной пира-
миды равна 2 3,  а угол наклона боковой грани к плоскости осно-
вания равен 60 .o  Найдите радиус шара, описанного около пирами-
ды.  
XXI. Найдите радиус шара, вписанного в правильную тре-
угольную пирамиду, сторона основания которой равна ,a  а дву-
гранный угол при основании .a   
XXII. В цилиндр вписан шар радиуса .R  Найдите отношение 
объемов цилиндра и шара.  
XXIII. В сферу радиуса R  вписан цилиндр, осевое сечение ко-
торого – квадрат. Найдите объем цилиндра.  
XXIV . В прямой круговой конус с радиусом основания 2 см 
вписан шар радиуса 1 см. Найдите объем конуса.  
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ЭЛЕМЕНТЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ 
ГЕОМЕТРИИ 
 
Лексика раздела 
вектор vector 向量 
геометрический geometric(al) 几何 
декартова система координат Cartesian co-ordinates 直角坐标 
коллинеарный collinear 共线 
компланарный coplanar 共面 
координата co-ordinate 坐标 
направление direction 方向 
правило параллелепипеда rule of parallelepiped 平行六面体定理 
правило параллелограмма rule of parallelogram 平行四边形定理 
правило треугольника rule of triangle 三角形定理 
преобразование transformation 转型 
разложение вектора expansion of vector 分解的向量 
скаляр scalar 标量 
скалярное произведение scalar multiplication 数量积 
           
9. ПОНЯТИЕ ДЕКАРТОВОЙ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 
Аналитическая геометрия – это раздел математики, в котором 
изучается решение задач геометрии при помощи алгебры, на ос-
нове метода координат. 
9.1. Координатная ось 
Метод координат позволяет установить соответствие между 
точками, которые лежат на плоскости или в пространстве. 
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Координатная ось – это прямая, на которой задано начало 
отсчета – точка ,O  положительное направление и единичный от-
резок (масштаб). 
Число, которое показывает положение точки на координатной  
оси, называется координатой этой точки. 
На рисунке 3.1 координата точки M  
равна 2, пишут ( )2M  или 2.Mx =  
 
Рисунок 3.1 
Расстояние между двумя точками на оси равно модулю 
разности координат этих точек: .M NMN x x= -  
9.2. Декартовая система координат на плоскости и в про-
странстве 
Система координат называется по имени французского ма-
тематика Рене Декарта. 
Возьмем две взаимно перпендикулярные 
координатные оси, которые имеют общее начало 
отсчета – точку O . Горизонтальная ось Ox  назы-
вается осью абсцисс, а вертикальная ось Oy  – 
осью ординат. Получим систему координат .Oxy  
Плоскость, на которой задана система координат, 
называется координатной плоскостью (рис. 3.2). 
 
Рисунок 3.2 
Такая система координат позволяет определить положение 
точки на плоскости. Каждой точке M  плоскости можно поста-
вить в соответствие пару чисел – координаты этой точки – абс-
циссу Mx  и ординату .My  Пишут ( ); .M MM x y  
Если через некоторую точку O  проведены три взаимно пер-
пендикулярные координатные прямые с общим началом отсчета, 
то говорят, что задана прямоугольная декартова система коорди-
нат в пространстве (рис. 3.3). 
O  
y  
Mx x  
M  
My  
M
0  1 2 3  1-  2-  x  
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Координатные прямые называются 
осями координат и обозначаются: Ox  – 
ось абсцисс, Oy  – ось ординат, Oz  – ось 
аппликат. Их общая точка O  называет-
ся началом координат. Плоскости, ко-
торые проходят через каждые две коор-
динатные оси, называются координат-
ными плоскостями, таких плоскостей  
 
Рисунок 3.3 
три: Oxy  (горизонтальная), Oxz  (фронтальная) и Oyz  (профиль-
ная). Вся система координат обозначается Oxyz . 
9.3. Некоторые соотношения и линии в декартовой системе 
координат 
На плоскости В пространстве 
Если две точки A  и B  заданы своими координатами, то рас-
стояние между этими точками находится по формуле: 
( ) ( )2 2B A B AAB x x y y= - + -  ( ) ( ) ( )
2 2 2
B A B A B AAB x x y y z z= - + - + -  
Если на отрезке AB  взята точка C , которая делит отрезок в 
отношении ,AC m
CB n
l= =  тогда координаты точки C  можно найти 
по формулам: 
1
A B
C
x xx l
l
+
=
+
 или ;A BC
nx mxx
n m
+
=
+
 
1
A B
C
y yy l
l
+
=
+
 или .A BC
ny myy
n m
+
=
+
 
1
A B
C
x xx l
l
+
=
+
 или ;A BC
nx mxx
n m
+
=
+
 
1
A B
C
y yy l
l
+
=
+
 или ;A BC
ny myy
n m
+
=
+
 
1
A B
C
z zz l
l
+
=
+
 или .A BC
nz mzz
n m
+
=
+
 
Если 1,l =  то точка C  является серединой отрезка AB  и ее 
координаты можно найти по формулам: 
;
2
A B
C
x xx +=  .
2
A B
C
y yy +=  ;
2
A B
C
x xx +=  ;
2
A B
C
y yy +=  .
2
A B
C
z zz +=  
x  
yM  
y  
z  
M
xM  
zM  
O  
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Пример 3.1. Дана трапеция ,ABCD  у которой ,AD BC  точки ( )2; 3 ,A - -  
( )2;3 ,B -  ( )2;3 ,C  ( )6; 3 .D -  Найти координаты концов средней линии 
трапеции и ее длину. 
Решение. Средняя линия трапеции делит ее боковые стороны пополам. 
Обозначим среднюю линию ,KM  где точка K  – середина стороны ,AB  
а точка M  – середина стороны .CD  Найдем координаты точек K  и M  
по формулам: 2 2 2,
2K
x - -= = -  ( )3 3 0 2;0 ;
2K
y K- += = Þ -  2 6 4,
2M
x += =  
( )3 3 0 4;0 .
2M
y M-= = Þ  Тогда длина отрезка ( )22 4 0 6.KM = - - + =  
Ответ. ( )2;0 ,-  ( )4;0 ,  6. 
Линия на плоскости – это множество точек, которые лежат 
на плоскости и координаты этих точек удовлетворяют уравнению 
этой линии ( ), 0F x y = . 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Общим уравнением прямой линии на плоскости называет-
ся уравнение вида 0,ax by c+ + =  где , ,a b c  – некоторые числа. 
Особые случаи: 
1) 0, 0, 0,c a b= ¹ ¹  тогда 0ax by+ =  – уравнение прямой, кото-
рая проходит через начало координат; 
2) 0, 0, 0,b a c= ¹ ¹  тогда 0ax c+ =  – уравнение прямой, парал-
лельной оси ординат, которая проходит через точку ;0 ;c
a
æ ö-ç ÷
è ø
 
3) 0, 0, 0,a b c= ¹ ¹  тогда 0by c+ =  – уравнение прямой, парал-
лельной оси абсцисс, которая проходит через точку 0; ;c
b
æ ö-ç ÷
è ø
 
4) 0, 0, 0,a b c= ¹ =  тогда 0 0by y= Þ =  – уравнение оси абсцисс; 
5) 0, 0, 0,a b c¹ = =  тогда 0 0ax x= Þ =  – уравнение оси ординат. 
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ЗАПОМНИТЕ! 
Уравнением прямой линии с угловым коэффициентом  
называется уравнение вида: ,y kx b= +  где k  и b  – некоторые 
действительные числа. 
Число k  называется угловым коэффициентом и равно тан-
генсу угла наклона прямой к оси :Ox  
tg .k j=  
Если 0 90 ,j° £ < °  то 0k ³ , а если 90 180 ,j° < £ °  то 0k £ . 
Особые случаи: 
1) 0, 0,k b¹ =  тогда y kx=  – прямая проходит через начало ко-
ординат; 
2) 0, 0,k b= ¹  тогда y b=  – прямая параллельна оси ;Ox  
3) 0, 0,k b= =  тогда 0y =  – уравнение оси .Ox  
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Уравнением окружности с центром в точке ( );A a b  и ра-
диусом R  называется уравнение вида: 
( ) ( )2 2 2.x a y b R- + - =  
Если центр окружности совпадает с началом координат, то-
гда уравнение окружности имеет вид:  
2 2 2.x y R+ =  
Пример 3.2. Составьте уравнения прямых, которым принадлежат диагона-
ли четырехугольника ,ABCD если ( )0; 1 ,A -  ( )0;9 ,B  ( )6;1 ,C  ( )6; 9 .D -  
Решение. Для составления уравнения прямой, проходящей через две за-
данные точки, удобно использовать уравнение прямой линии с угловым 
коэффициентом .y kx b= +  
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Если прямая линия проходит через точку, то координаты этой точки 
превращают уравнение линии в верное равенство. Поэтому подставим 
координаты обоих точек, через которые проходит прямая, в уравнение и 
получим систему, решая которую можно найти значения k  и .b  
Составим уравнение диагонали .AC  
{ 1;0 1; 16 1; .
3
bk b
k b k
= -ìï× + = - Þ í× + = =ïî
 Получим: 1 1.
3
y x= -  Умножим обе части урав-
нения на 3 и перенесем все слагаемые в одну часть, получим общее 
уравнение диагонали :AC  3 3 0.x y- - =  
Составим уравнение диагонали .BD  
{ {0 9; 9;6 9; 3.k b bk b k× + = =Þ× + = - = -  Получим: 3 9.y x= - +  Уравнение диагонали BD  
имеет вид: 3 9 0.x y+ - =  
Ответ. 3 3 0x y- - =  и 3 9 0.x y+ - =  
Пример 3.3. Составьте уравнения окружности, описанной около треуголь-
ника ,ABC если ( )1;3 ,A  ( )5;3 ,C  90 .BÐ = °   
Решение. ABC  – прямоугольный, значит центр описанной около него ок-
ружности лежит на середине гипотенузы, а радиус равен половине гипо-
тенузы. 
Пусть точка O  – центр окружности, тогда 1 5 3 3; ,
2 2
O + +æ öç ÷
è ø
 значит ( )3;3 .O  
Радиус окружности ( ) ( )2 23 1 3 3 2.R AO= = - + - =  
Значит, уравнение окружности имеет вид: ( ) ( )2 23 3 4.x y- + - =  
Ответ. ( ) ( )2 23 3 4.x y- + - =  
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Общим уравнением плоскости в пространстве называется 
уравнение вида: 
0,ax by cz d+ + + =  
где коэффициенты , ,a b c  являются координатами вектора, 
перпендикулярного плоскости, а d  – некоторое число. 
Раздел III 
 158 
Особые случаи: 
1) 0,d =  тогда 0ax by cz+ + =  – уравнение плоскости, которая 
проходит через начало координат; 
2) 0,c =  тогда 0ax by d+ + =  – уравнение плоскости, параллель-
ной оси ;Oz  
3) 0,b =  тогда 0ax cz d+ + =  – уравнение плоскости, параллель-
ной оси ;Oy  
4) 0,a =  тогда 0by cz d+ + =  – уравнение плоскости, параллель-
ной оси ;Ox  
5) 0, 0,c d= =  тогда 0ax by+ =  – уравнение плоскости, которая 
проходит через ось ;Oz  
6) 0, 0,b d= =  тогда 0ax cz+ =  – уравнение плоскости, которая 
проходит через ось ;Oy  
7) 0, 0,a d= =  тогда 0by cz+ =  – уравнение плоскости, которая 
проходит через ось ;Ox  
8) 0, 0,a b= =  тогда 0cz d+ =  – уравнение плоскости, которая 
параллельна плоскости ;xOy  
9) 0, 0,b c= =  тогда 0ax d+ =  – уравнение плоскости, которая 
параллельна плоскости ;yOz  
10) 0, 0,a c= =  тогда 0by d+ =  – уравнение плоскости, которая 
параллельна плоскости ;xOz  
11) 0, 0, 0a b d= = =  тогда 0z =  – уравнение координатной плос-
кости ;xOy  
12) 0, 0, 0a c d= = =  тогда 0y =  – уравнение координатной плос-
кости ;xOz  
13) 0, 0, 0b c d= = =  тогда 0x =  – уравнение координатной плос-
кости .yOz  
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ЗАПОМНИТЕ! 
Уравнением сферы с центром в точке ( ); ;A a b c  и радиу-
сом R  называется уравнение вида: 
( ) ( ) ( )2 2 2 2.x a y b z c R- + - + - =  
Если центр сферы совпадает с началом координат, тогда 
уравнение сферы имеет вид:  
2 2 2 2.x y z R+ + =  
Пример 3.4. Даны точки ( )1;2;3A  и ( )0;1; 1 .B -  Найдите уравнение плоско-
сти, которая проходит через точку A  и перпендикулярна прямой .AB  
Решение. Вектор AB
uuur
 перпендикулярен плоскости и имеет координаты 
( )1; 1; 4 .AB - - -
uuur
 Поэтому уравнение плоскости можно записать так: 
( ) ( ) ( )1 1 4 0.x y z d- + - + - + =  
Точка A  лежит в плоскости, значит ее координаты должны удовлетво-
рять этому уравнению: 
( ) ( ) ( )1 1 1 2 4 3 0.d- × + - × + - × + =  
Решая уравнение, получим 15.d =  Значит уравнение искомой плоскости: 
4 15 0.x y z- - - + =  
Ответ. 4 15 0.x y z- - - + =  
Пример 3.5. Составить уравнение сферы, если точки ( )2; 3;5A -  и 
( )4;1; 3B -  являются концами одного из диаметров сферы. 
Решение. По условию отрезок AB  является диаметром сферы, значит 
центр сферы – точка O  – лежит на середине этого отрезка, а радиус сфе-
ры равен длине отрезка .OA  
2 4 3 1 5 3; ;
2 2 2
O + - + -æ öç ÷
è ø
, значит ( )3; 1;1 .O -  
Длина отрезка ( ) ( ) ( )2 2 23 2 1 3 1 5 1 4 16 21.OA = - + - + + - = + + =  
Уравнение окружности будет иметь вид: ( ) ( ) ( )2 2 23 1 1 21.x y z- + + + - =  
Ответ. ( ) ( ) ( )2 2 23 1 1 21.x y z- + + + - =  
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10. ВЕКТОРЫ. ОПЕРАЦИИ НАД ВЕКТОРАМИ 
10.1. Понятие вектора 
Различают два вида величин: скалярные (числа) и вектор-
ные. Рассмотрим векторные величины и некоторые действия над 
ними. 
Графически вектор обозначают отрезком прямой, на кото-
ром ставится стрелка (направленным отрезком). Эта стрелка ука-
зывает направление вектора. 
Вектором называют направленный отрезок. Длиной (моду-
лем, абсолютной величиной) вектора будет длина этого отрезка.  
На рисунке 3.4 показан вектор АВ, точка 
А – начало вектора, точка В – конец вектора. 
Обозначают вектор так: a  или AB
uuur
. Мо-
дуль (длину) этого вектора обозначают так: a  
или AB
uuur
. 
 
Рисунок 3.4 
Векторы рассматривают на плоскости (двумерные) и в про-
странстве (трехмерные). 
Векторы на плоскости. Пусть на плоскости задана прямо-
угольная декартова система координат и вектор AB
uuur
 имеет начало 
в точке ( )1 1;A x y , а конец – в точке ( )2 2;B x y  (рис. 3.5). 
Координатами вектора AB
uuur
 называются 
два числа 2 1xa x x= -  и 2 1.ya y y= -   
Чтобы найти координаты вектора надо из 
координат его конца вычесть координаты на-
чала.  
Записывают так: ( );x yAB a a
uuur
 или ( );x ya a
uuuuuuur
.  
 
Рисунок 3.5 
x1x  2x  
y
1y  
2y  
A  
B  
a  
A  
B  
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Пример 3.6. Дана точка ( )1;1A -  и вектор ( )3;2AB
uuur
. Найти координаты точ-
ки B . 
Решение. Пусть координаты точки ( );B x y . Подставим эти координаты в 
формулы для нахождения координат вектора и получим два уравнения:  
1 3x + = ; 
1 2y - = .  
Решениями этих уравнений будет числа: 2x = ; 3.y =   
Значит точка B  имеет координаты ( )2;3 . 
Ответ. ( )2;3 .B  
Векторы в пространстве. Пусть в фиксированной прямо-
угольной системе координат Oxyz  заданы координаты начала и 
конца вектора :AB
uuur
 ( )1 1 1; ;A x y z  и ( )2 2 2; ;B x y z . 
Тогда числа: 2 1,xa x x= -   
2 1ya y y= - , 
2 1za z z= - ,  
будут координатами вектора AB
uuur
 в этой 
системе координат (рис. 3.6).  
Записывают так: ( ); ;x y zAB a a a
uuur
 или 
( ); ;x y zAB a a a=
uuur
. Рисунок 3.6 
Пример 3.7. Найдите координаты вектора AB
uuur
, если заданы координаты то-
чек ( )3;1; 2A -  и ( )1;2;1B - .  
Решение. Используя определение координат вектора в пространстве, полу-
чим:  1 3 4;xa = - - = -   
   2 1 1;ya = - =   
   ( )1 2 3.za = - - =  
Ответ. ( )4;1;3AB -
uuur
. 
Рассмотрим некоторые свойства и правила действий над 
векторами на плоскости и в пространстве (табл. 3.1). 
x
1x  
y  
z  
O  
A  
B  
1y  
1z  
2z  
2y
2x  
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Таблица 3.1 – Свойства и действия над векторами, заданны-
ми своими координатами, на плоскости и в пространстве 
Вектора на плоскости Вектора в пространстве 
1. Модуль (длина) вектора – это скалярная величина, равная рас-
стоянию между началом и концом вектора. 
Если ( ); ,x ya a a
r
 то 2 2x ya a a= +
r
. Если ( ); ; ,x y za a a a
r
 то 2 2 2x y za a a a= + +
r
. 
2. Два вектора называют равными, если равны их длины и век-
торы одинаково направлены. Равные между собой векторы 
имеют одинаковые координаты. 
 č   î äčí ŕęî âî  í ŕďđŕâëĺ í ű
a b
a b
a b
ì =ï= Û í
ïî
r r
r r
r r  
Если ( ) ( ); ; ,x y x ya a a b b b=
r r
 то 
,x xa b=  y ya b= . 
Если ( ) ( ); ; ; ; ,x y z x y za a a a b b b b=
r r
 то 
,x xa b=  ,y ya b=  z za b= . 
3. Нулевой вектор – это вектор, начало и конец которого сов-
падают. Модуль нулевого вектора равен нулю: 0a = . Коор-
динаты нулевого вектора равны нулю. 
Нулевой вектор: ( )0;0a
r
. Нулевой вектор: ( )0;0;0a
r
 
4. Единичный вектор – это вектор, длина которого равна единице. 
Единичные векторы, которые имеют направление положительных 
координатных полуосей, называются координатными вектора-
ми или ортами. Любой вектор можно представить в виде разло-
жения по ортам. 
Координатные векторы осей 
Ox  и Oy , обозначают: ( )1;0i
r
 и 
( )0;1j
r
 (или 1e
ur
 и 2e
ur
), тогда лю-
бой ( ); ,x ya a a
r
 можно записать 
в виде x ya a i a j= +
r r r
. 
Координатные векторы осей Ox , Oy  
и Oz , обозначают: ( )1;0;0 ,i
r
 ( )0;1;0j
r
 
и ( )0;0;1k
r
 (или 1e
ur
, 2e
ur
 и 3e
ur
), тогда 
любой ( ); ;x y za a a a
r
, можно записать в 
виде x y za a i a j a k= + +
r r r r
. 
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Продолжение таблицы 3.1 
Вектора на плоскости Вектора в пространстве 
5. Суммой векторов является вектор. При сложении векторов их со-
ответствующие координаты складываются. 
Если ( );x ya a a
r
 и ( ); ,x yb b b
r
 то 
( );x x y ya b a b a b+ = + +
r r
. 
Если ( ); ;x y za a a a
r
 и ( ); ; ,x y zb b b b
r
 то 
( ); ;x x y y z za b a b a b a b+ = + + +
r r
 
6. Разностью векторов является вектор. При вычитании векторов их 
соответствующие координаты вычитаются. 
Если ( );x ya a a
r
 и ( ); ,x yb b b
r
 то 
( );x x y ya b a b a b- = - -
r r
. 
Если ( ); ;x y za a a a
r
 и ( ); ; ,x y zb b b b
r
 то 
( ); ;x x y y z za b a b a b a b+ = - - -
r r
. 
7. Произведением вектора на число является вектор. При умноже-
нии вектора на число все его координаты умножаются на это чис-
ло. 
( ) ( ); ;x y x ym a a a ma ma× =
r
 ( ) ( ); ; ; ;x y z x y zm a a a a ma ma ma× =
r
 
Операция умножения вектора на число обладает следующими свой-
ствами: 
1) ( ) ;m a b m a m b× + = × + ×r rr r                  3) ( ) ;m na mn a× = ×r r  
2) ( ) ;m n a m a n a+ × = × + ×
r r r
                  4) .ma m a= ×
r r  
Пример 3.8. Найдите координаты и длину вектора 2 3a b- , если ( )0;3;2a  и 
( )2;3;2b - . 
Решение. По правилам действий над векторами, находим ( )2 0;6;4a = , 
( )3 6;9;6b = - , тогда ( )2 3 6; 3; 2a b- = - - . 
Найдем длину полученного вектора: ( ) ( )2 222 3 6 3 2 7a b- = + - + - = . 
Ответ. ( )2 3 6; 3; 2a b- = - - ; 2 3 7a b- = . 
Пример 3.9. Дан вектор ( )4; 1;3MN - . Найдите координаты точки N , если 
( )0; 1;2M - . 
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Решение. Пусть координаты точки ( ); ;N x y z . По определению координат 
вектора MN  получим: ( )
4 0,
1 1 ,
3 2,
x
y
z
= -ì
ï- = - -í
ï = -î
 откуда 
4,
2,
5.
x
y
z
=ìï = -í
ï =î
 
Ответ. ( )4; 2;5N - . 
10.2. Коллинеарность и компланарность векторов 
Ненулевые векторы называют коллинеарными, если они 
лежат на одной прямой или на параллельных прямых. 
Нулевой вектор считается коллинеарным любому вектору. 
Коллинеарные векторы или одина-
ково направлены или противоположно 
направлены. 
Например, на рисунке 3.7 векторы 
,a  ,b  ,k  d  одинаково направлены, а век-
торы a  и c  противоположно направлены. 
 
Рисунок 3.7 
Если векторы одинаково направлены, их называют сона-
правленными и пишут a b­­ . Противоположно направленные 
векторы b  и c  обозначают так: b c­¯ . 
Ненулевые векторы называют компланарными, если они 
параллельны одной и той же плоскости. 
Любые два вектора всегда компланарны, а три вектора мо-
гут и не быть компланарными.  
Например, на рисунке 3.8 изображена тре-
угольная призма 1 1 1ABCA B C . Векторы ,AC  AB  и 
1 1C B  компланарны, а векторы ,AC  AB  и 1AA  
компланарными не являются. 
Любые три вектора, среди которых есть 
нулевой, считаются компланарными. 
 
Рисунок 3.8 
A  
1A  
C  B  
1B  1C  
a  
b  
c  
d  
k  
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ЗАПОМНИТЕ! 
У коллинеарных векторов соответствующие координаты 
пропорциональны, т.е. вектор ( )1 2 3; ;a a a a  коллинеарен вектору 
( )1 2 3; ; ,b b b b  тогда и только тогда, когда существует число ,l  та-
кое, что 31 2
1 2 3
.bb bb a
a a a
l l= Û = = =  
Если 0,l >  то ,a b­­  а если 0,l <  то .a b­¯  
Пример 3.10. Найдите, при каких m  и n  векторы ( )1; ; 2a m -  и ( )2;3;b n-  
будут коллинеарными. 
Решение. Вектор b  коллинеарен вектору 0a ¹  если существует число p , 
такое, что b p a= × . Для данных векторов a  и b  это векторное равенство 
равносильно системе:  
2 ,
3 ,
2 ,
p
mp
n p
- =ìï =í
ï = -î
 из которой находим: 
2,
3 ,
2
4.
p
m
n
= -ì
ï
= -í
ï =î
  
Ответ. 3 , 4.
2
m n= - =  
Пример 3.11. Найдите координаты единичного вектора b , сонаправленного 
с вектором ( )2; 3;6a - . 
Решение. b a­­ , если b m a= ×  и 0m > . По условию 1b = . Учитывая, что 
,b m a m a= × = ×  т.к. 0m > , находим, что 1m
a
= . Длина вектора a  будет 
равна: ( )22 22 3 6 49 7a = + - + = = , поэтому 1
7
m =  и 2 3 6; ;
7 7 7
bæ ö-ç ÷
è ø
. 
Ответ. 2 3 6; ;
7 7 7
bæ ö-ç ÷
è ø
. 
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ЗАПОМНИТЕ! 
Если a  b  и c  – три некомпланарных вектора, то любой 
вектор p  можно представить в виде p a b cl m k= + + . Это пред-
ставление называется разложением вектора p  по векторам a  
b  и ,c  а числа ,l  ,m  k  – коэффициентами разложения. 
Если векторы a  и b  не коллинеарны, то любой вектор p , 
который лежит в плоскости векторов a  и b , можно разложить 
по векторам a  и b :         p a bl m= + . 
Из вышесказанного можно сделать вывод, что: 
1. Векторы a  и b  коллинеарны тогда и только тогда, если суще-
ствуют числа l  и m  ( )2 2 0 ,l m+ ¹  такие, что 0a bl m+ = . 
2. Три вектора ,a  b  и c  компланарны тогда и только тогда, если 
существуют числа ,l  m  и k  ( )2 2 2 0 ,l m k+ + ¹  такие, что 
0a b cl m k+ + = . 
Пример 3.12. На плоскости даны два вектора ( )2; 3p -  и ( )1;2q . Разложите 
вектор ( )9;4a  по векторам p  и q . 
Решение. Найдем числа x  и y , такие, что a x p yq= + . Для этого запишем 
координаты вектора a  через координаты векторов p  и .q  Получим сис-
тему линейных уравнений: { {2 9 2,3 2 4 5.x y xx y y+ = =Û- + = =  
Ответ. 2 5a p q= + . 
Пример 3.13. Проверьте, что векторы 3 1 3; ; ;
7 2 4
aæ ö-ç ÷
è ø
 3 4;6;
2 3
bæ ö-ç ÷
è ø
 и 9 9; ; 1
8 2
cæ ö- -ç ÷
è ø
 
компланарны. 
Решение. Известно, что три вектора компланарны, если существуют одно-
временно не равные нулю числа ,l  m  и k  такие, что 0,a b cl m k+ + =   
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тогда получим систему: 
3 3 9 0,
7 2 8
1 96 0,
2 2
3 4 0.
4 3
l m k
l m k
l m k
ì - + =ï
ï
+ - =í
ï
ï- + - =
î
 
Система имеет ненулевое решение. В качестве такого решения можно 
взять, например, 0,l =  3,m =  4.k =  Значит данные векторы компланарны. 
Ответ. Данные векторы ,a  b  и c  компланарны. 
10.3. Геометрические преобразования векторов на плоско-
сти и в пространстве 
Рассмотрим операции сложения и вычитания векторов при 
помощи геометрических преобразований. 
Правило треугольника. Суммой двух 
ненулевых векторов a  и ,b  у которых конец 
одного является началом другого (векторы 
расположены последовательно), является 
вектор ,c  который соединяет начало вектора 
a  с концом вектора b  (рис. 3.9).  
 
 
Рисунок 3.9 
Правило параллелограмма. Если два 
неколлинеарных вектора имеют общее на-
чало, то их суммой будет вектор, который 
изображается диагональю параллелограмма, 
построенного на этих векторах (диагональ и 
данные векторы имеют общее начало) 
(рис. 3.10).  
 
 
Рисунок 3.10 
Если векторы не выходят из одной точки и не расположены 
последовательно, тогда нужно один вектор оставить без измене-
ния и от его конца или от его начала отложить вектор, равный 
второму данному вектору, после чего применить одно из приве-
денных выше правил сложения векторов.  
a b+  
A  D  
B  
a  
C  
b  
b  
A  
C  
B  
c a b= +  
a
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Сумму трех векторов ,a  b  и c  можно найти как сумму век-
тора a b+  и вектора c  (рис. 3.11).  
Аналогично можно найти сумму любого числа векторов, 
например, ,a  ,b  ,c  .d  На рисунке 3.12 показано как находить 
сумму этих векторов по правилу многоугольника. 
   
Рисунок 3.11   Рисунок 3.12 
Если три вектора ,a  b  и c  некомпланарны, 
то их сумму можно найти по правилу парал-
лелепипеда: вектор a b c+ +  изображается 
диагональю параллелепипеда, который по-
строен на векторах ,a  b  и c , имеющих об-
щее начало (рис. 3.13).  Рисунок 3.13 
Разностью векторов a  и b  называется такой вектор ,c  ко-
торый в сумме с вектором b  дает вектор ,a  т.е. ,a b c- =  если 
.a b c= +  
Для нахождения разности векторов можно использовать все 
вышеуказанные правила  с учетом  их  знаков (направлений).  Так 
разность a b-  может быть получена как сумма вектора a  и век-
тора, противоположного вектору ,b  т.е. ( ).a b a b- = + -  
a b c+ +  
a b+  
a  
b  
c  
a b c+ +  
b
c  
a  
a b+  
a b c d+ + +  
d  
a  
b  
c  
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Правило вычитания. Разностью двух 
некомпланарных векторов a  и b , имеющих 
общее начало, будет вектор, соединяющий 
концы данных векторов и направленный в 
сторону вектора a  (рис. 3.14).  
 
AC AB BC- =  
Рисунок 3.14 
 
Пример 3.14. В параллелограмме ABCD  диагонали 
пересекаются в точке O  (рис. 3.15). Найти сумму 
векторов OA OB OC OD+ + + . 
Решение. Диагонали параллелограмма, пересекаясь, 
делятся пополам: .OA OC=  Лучи OA  и OC  про-
тивоположно направлены, поэтому векторы  
 
Рисунок 3.15 
OA  и OC  – противоположные. Их сумма равна нулевому вектору: 
0OA OC= = . Аналогично установим, что OB  и OD  – противоположные 
векторы. Тогда 0OA OB OC OD+ + + =  
Ответ. 0OA OB OC OD+ + + = . 
Пример 3.15. Дан треугольник .ABC  Докажите, что сумма векторов 
AF BE CD+ + , каждый из которых направлен вдоль соответствующей 
медианы этого треугольника, равна нулю. 
Доказательство. Рассмотрим следующие равенст-
ва (рис. 3.16): ,AF AB BF= +  ,BE BC CE= +  
.CD CA AD= +  
Складывая эти равенства и учитывая, что 
1 ;
2
BF BC=  1 ;
2
CE CA=  1 ,
2
AD AB=  получим:  
( )1 ,2AF BE CD AB BC CA AB BC CA+ + = + + + + +  
значит ( )3 .2AF BE CD AB BC CA+ + = + +  
 
Рисунок 3.16 
Однако, сумма 0,AB BC CA+ + =  значит 0,AF BE CD+ + =  что и требо-
валось доказать. ■ 
O  
D  A  
B  C  
F  
D  
A  
B  
C  E  
a b-  b-  
A  C  
B  
b  
a
a  
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10.4. Скалярное произведение векторов 
Скалярным произведением векторов a  и b  называется число, 
равное сумме произведений соответствующих координат данных 
векторов. Обозначают: .a b×  
На плоскости В пространстве 
Если ( )1 2; ,a a a  ( )1 2;b b b , то 
1 1 2 2a b a b a b× = +  
Если ( )1 2 3; ; ,a a a a  ( )1 2 3; ;b b b b , то 
1 1 2 2 3 3a b a b a b a b× = + +  
Углом между ненулевыми векторами a OA=  и b OB=  на-
зывают угол между лучами OA  и OB , и обозначают: ( ),a b .  
Углом между любыми двумя векторами a  и b  называется 
угол между равными им векторами с общим началом.  
Угол между одинаково направленными векторами считается 
равным нулю. 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Скалярное произведение векторов равно произведению 
длин этих векторов на косинус угла между ними: 
( )cos ,a b a b a b× = × ×  
Из вышеприведенных формул можно вывести формулу для 
нахождения косинуса угла между векторами: 
( ) 2 2 2 2 2 2cos , x x y y z z
x y z x y z
a b a b a ba ba b
a b a a a b b b
+ +×= =
× + + × + +
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ЗАПОМНИТЕ! 
Скалярное произведение векторов положительно, если 
угол между ними острый.  
Скалярное произведение векторов отрицательно, если угол 
между векторами тупой.  
Скалярное произведение векторов равно нулю, если угол 
между векторами равен o90 . 
Скалярное произведение обладает следующими свойствами: 
1) 
2
a a a× = , или 
22
a a= ; 
2) 0,a b× =  если 0a = , или 0b = , или a b^ ; 
3) a b b a× = ×  (переместительное свойство);  
4) ( ) ( ) ( )ka b a kb k a b× = × = ×  (сочетательное свойство); 
5) ( )a b c a b a c× + = × + ×  (распределительное свойство). 
Пример 3.16. Найдите угол между векторами 2 3a p q= -  и 2b p q= + , где 
( )4; 2;4 ,p -  ( )6; 3;2 .q -  
Решение. Найдем координаты векторов a  и b :     ( )2 3 10;5;2a p q= - = - ; 
( )2 16; 8;8 ,b p q= + = -  тогда 160 40 16 184,ab = - - + =  
100 25 4 129,a = + + =  256 64 64 384 8 6.b = + + = =   
Получим: ( ) 184 23cos , .8 6 129 3 86aba b a b= = - = -×  
Ответ. 23arccos .
3 86
æ ö-ç ÷
è ø
 
Пример 3.17. Длины ненулевых векторов a  и b  равны. Найти угол между 
этими векторами, если известно, что векторы 2p a b= +  и 5 4q a b= =  
перпендикулярны. 
Раздел III 
 172 
Решение. Векторы p  и q  перпендикулярны (по условию), поэтому их ска-
лярное произведение равно нулю: ( ) ( )2 5 4 0p q a b a b× = + × - = .  
Используя свойства скалярного произведения, получим:  
( ) ( ) 2 22 5 4 5 6 8 .a b a b a a b b+ × - = + × -  Тогда 2 25 6 8 0.a a b b+ × - =  
Если ,a b=  то получим: ( )2 26 cos , 3 0.a a b a- =  Поскольку 0,a ¹  то 
разделим выражение на 
2
6 a  и получим: ( ) 1cos , .2a b =  Следовательно, 
угол между векторами a  и b  равен o60 . 
Ответ. o60 . 
Пример 3.18. Найти угол между векторами 4c a b= +  и 1 7 ,
4 4
d a b= - +  если 
a i j= - +  и 3b i j= + . 
Решение. Найдем координаты векторов c  и d : 3 7 ,c i j= - +  т.е. ( )3;7c -  и 
2 5 ,d i j= +  т.е. ( )2;5 .d  
Вычислим длины векторов c  и ,d  и найдем их скалярное произведение: 
9 49 58;c = + =  4 25 29;d = + =  6 35 29.c d× = - + =   
Тогда, ( ) 29 1cos , .58 29 2c dc d c d×= = =××   
Следовательно, угол между векторами c  и d  равен o45 . 
Ответ. o45 . 
Пример 3.19. Найти косинусы углов, которые образует вектор ( )3;0; 4a -  с 
координатными векторами. 
Решение. Вычислим скалярные произведения вектора a  с каждым из ко-
ординатных векторов. Так как ( )1;0;0 ,i  ( )0;1;0j  и ( )0;0;1 ,k  то 3,a i× =  
0,a j× =   4.a k× = -  
Длины координатных векторов равны 1, т.е. 1,i j k= = =  а длина век-
тора a  будет равна 9 0 16 25 5.a = + + = =   
Тогда: ( ) 3cos , ,5a ia i a i
×= =
×
 ( )cos , 0,a ja i a j
×= =
×
 ( ) 4cos , .5a ka i a k
×= = -
×
 
Ответ. ( ) 3cos , ,5a i =  ( )cos , 0,a i =  ( ) 4cos , .5a i = -  
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Ответьте на вопросы 
1. Как называются оси в декартовой системе координат? 
2. Напишите формулу для нахождения расстояния между точ-
ками, которые заданы своими координатами. 
3. Напишите формулы для нахождения координат середины от-
резка. 
4. Напишите уравнение прямой линии в общем виде и уравне-
ние прямой линии с угловым коэффициентом. Какие особые 
случаи этих уравнений вы знаете? 
5. Какой вид имеют уравнение окружности и уравнение сферы? 
6. Напишите общее уравнение плоскости в пространстве. Какие 
существуют особые случаи этого уравнения? 
7. Что такое вектор? 
8. Что такое координаты вектора? 
9. Что такое модуль вектора? Как найти длину (модуль) вектора? 
10. Какие векторы называют равными? 
11. Что такое нулевой вектор? 
12. Что такое орт? 
13. Какие векторы называют коллинеарными? 
14. Какие векторы называют компланарными? 
15. Что понимают под "разложением вектора по векторам"? 
16. Дайте определение скалярному произведению векторов. 
17. Какими свойствами обладает скалярное произведение векто-
ров? 
18. Какой угол называется углом между векторами? Напишите 
формулу для нахождения угла между векторами. 
19. В каких случаях скалярное произведение равно нулю? 
20. Какие геометрические преобразования над векторами вы 
знаете? Объясните, как складывать векторы по правилу тре-
угольника и правилу параллелограмма. 
 
s 
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Задания для самостоятельной работы № 10 
I. На оси абсцисс найдите точку, расстояние от которой до точ-
ки ( )3;4;8A -  равно 12.  
II. Даны вершины ( )2; 1;4 ,A -  ( )3;2; 6B -  и ( )5;0;2C -  треуголь-
ника. Вычислить длину его медианы, проведенной из вершины .A   
III. Составьте уравнение прямой, которая содержит среднюю 
линию треугольника ,ABC  параллельную ,AC  если ( )1;1 ,A -  
( )1;3 ,B  ( )5; 3 .C -   
IV . Составьте уравнение окружности с радиусом ,AB  если 
( )1;3 ,A -  ( )1;3 .B  Сколько решений имеет задача?  
V . При каком условии плоскость, заданная уравнением 
0 :ax by cz d+ + + =  1) параллельна оси ;Oz  2) проходит через ось 
?Oz  
VI. Составьте уравнение плоскости, которая проходит через 
точку A  и перпендикулярна прямой ,AB  если ( )1;1;2 ,A -  ( )2;0;1 .B   
VII. Составить уравнение сферы, которая проходит через точ-
ку ( )2; 1; 3A - -  и имеет центр в точке ( )3; 2;1 .C -  
VIII. Даны точки ( )1; 5;10 ,A -  ( )5; 7; 8 ,B - -  ( )2; 2; 7C  и 
( )5; 4; 2 .D - -  Проверьте, что векторы AB
uuur
и CD
uuur
 коллинеарны. Ус-
тановите, какой из них длиннее другого и во сколько раз, как они 
направлены – в одну или в противоположные стороны. 
IX. Даны векторы ( )3; 5;8a -  и ( )1;1; 4 .b - -  Найдите координа-
ты и длины векторов: 1) 2 ;a  2) ;a b+  3) ;a b-  4) 3 ;a b- +  
5) 3 1 .
2 4
a b-   
X. Дан вектор ( )4; 1;3 .MN -  Найдите координаты середины 
отрезка MN , если ( )3;5; 1 .N -   
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XI. Определите, при каких x  и y  вектор 2 3a i j yk= - + +  кол-
линеарен вектору 6 2 .b xi j k= - +   
XII. Вычислите скалярное произведение векторов 4a b-  и 
2 3 ,a b+  если 2;a =  3b =  и угол между векторами равен o120 .  
XIII. При каких значениях x  и y  векторы ( ); 2; 5a x - -  и 
( )2; ; 8b y -  коллинеарны?  
XIV . Векторы a  и b  неколлинеарны. Найдите числа x  и y , ес-
ли векторы xa yb+  и ( ) ( )1 2y a x b+ + -  равны.  
XV . Векторы a  и b  взаимно перпендикулярны, причем 5,a =  
12.b =  Определите a b+  и .a b-   
XVI. Найдите, при каком m  вектор ( );7; 2a m -  перпендикуля-
рен вектору ( )3; ;2 .b m-   
XVII. Даны векторы ( )3; 1 ,a -  ( )1; 2 ,b -  ( )1;7 .c -  Разложите 
вектор p a b c= + +  по векторам a  и b . 
XVIII. Разложите вектор ( )2; 1;3a -  по векторам ( )3;0; 10 ,b -  
( )1;2;1 ,c -  ( )5; 2; 3 .d - -   
XIX. Докажите, что внутренние углы треугольника ,MNP  ост-
рые, если ( )3; 2;5 ,M -  ( )2;1; 3 ,N - -  ( )5;1; 1 .P -   
XX. Угол между векторами a  и b  равен 120 .°  1.a b= =  Най-
дите скалярное произведение ( ) 2 .a b b+ ×   
XXI. Даны векторы ( )0; ,a k  ( ); 1b k -  и ( )1; 1 .c -  При каком зна-
чении k  длина вектора a b c- -   равна 5?  
XXII. Найдите угол между векторами a  и ,b  если 2a b=  и 
вектор 2a b+  перпендикулярен вектору 3 .a b-   
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ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ 
 
Лексика урока 
бесконечный infinite 无穷的; 无尽的 
биномиальный коэффициент binomial coefficient 二项式系数 
вероятность probability 概率 
возведение в степень exponentiate, raise to power 乘方 
возможность possibility 机会 
выбор choice 选择 
вычислительная техника computer engineering 计算机工程 
двучлен binomial 二项式 
дискретная математика discrete mathematics 离散数学 
количество перестановок quantity of permutations 排列的量 
комбинаторика combinatorial analysis 组合分析 
конечный finite 有限的 
математическая индукция mathematical induction 数学归纳法 
математическая логика mathematical logic 数理逻辑 
множество set 总体 
нечетный odd 奇数 
определенный порядок fixed order 固定秩序 
перестановка permutation 排列; 置换 
подмножество subset 子集 
подсчитать count up 把   加起来 
порядок (размещения) order of distribution  次序 
правило произведения rule of product 乘法规则 
правило суммы rule of sum 加法规则 
размещение distribution 配列 
расположение (предметов) arrangement, order, 
disposition 
位置（项目） 
совокупность set 总和 
соединения (комбинации) combinations 合并 
соответствие conformity 相似; 一致 
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сочетание combination 排列，组合 
способ method 方法 
теория вероятностей probability theory 概率论 
теория чисел theory of numbers 数论 
указанный порядок indicated order 规定的顺序 
упорядоченное множество ordered set 有序集合 
факториал factorial 阶乘 
четный even (number) 偶数的 
элемент element 要素; 组成部分 
           
11. ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ.  
ФОРМУЛЫ КОМБИНАТОРИКИ 
11.1. Основные правила комбинаторики 
На практике часто решают задачи, в которых нужно: 
1) подсчитать число возможных способов расположения опреде-
ленных предметов; 2) найти, сколькими способами можно вы-
полнить некоторое действие.  
Например, необходимо подсчитать сколькими способами 30 
студентов группы можно разделить на подгруппы по 3 студента 
для проведения лабораторных работ.  
Такие задачи называются комбинаторными, а раздел мате-
матики, который занимается их решением, – комбинаторикой. 
Комбинаторика – это раздел дискретной математики, кото-
рый имеет большое значение в теории вероятностей, математиче-
ской логике, теории чисел, вычислительной технике. 
Большинство задач комбинаторики решается с помощью 
двух основных правил – правила суммы и правила произведения. 
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ЗАПОМНИТЕ! 
Правило суммы. Если из совокупности предметов пред-
мет A  может быть выбран n  способами, а предмет B  может 
быть выбран m  способами, тогда выбор "или A , или B" из этой 
совокупности можно сделать ( )m n+  способами. 
Пример 4.1. Сколькими способами из 7 яблок и 4 груш может быть выбран 
один из плодов? 
Решение. Одно яблоко может быть выбрано 7 способами, а одна груша – 4 
способами, поэтому яблоко или груша могут быть выбраны 7+4=11 спо-
собами. 
Ответ. 11 способов. 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Правило произведения. Если предмет A  может быть вы-
бран n  способами, и после каждого такого выбора предмет B  
выбирается m  способами, тогда пара предметов ( ),A B  может 
быть выбрана в указанном порядке n m×  способами. 
Пример 4.2. В футбольной команде 11 игроков. Каждый игрок может быть 
капитаном или его заместителем. Сколькими способами можно выбрать 
капитана и его заместителя? 
Решение. По условию задачи каждый игрок может быть выбран капита-
ном, значит существует 11 способов выбора капитана. Заместителем 
может быть каждый из оставшихся 10 игроков, т.е. существует 10 спо-
собов выбора заместителя. Таким образом, капитана можно выбрать 11-
ю способами, одновременно с любым из 10 способов выбора его замес-
тителя. Значит, существует 11 10 110× =  способов выбора капитана и его 
заместителя в этой команде. 
Ответ. 110 способов. 
Множество, в котором указан порядок размещения его эле-
ментов, называется упорядоченным множеством. Каждому 
элементу такого множества поставлено в соответствие некоторое 
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число от 1 до n  – номер элемента. Разным элементам соответст-
вуют разные числа; n  – число элементов данного множества. 
Упорядоченные множества считаются разными, если они 
отличаются своими элементами или их порядком. 
 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Факториал числа – это произведение всех натуральных 
чисел от 1 до этого числа включительно. Обозначается как !n  
( ) ( )! 1 2 3 4 2 1 .n n n n= × × × × × - × - ×K  
Если 0n = , то 0! 1= . 
 
Свойство факториала: ( ) ( )1 ! ! 1 .n n n+ = × +  
11.2.  Перестановки 
Упорядоченные множества, которые отличаются друг от 
друга только порядком входящих в них элементов, называются 
перестановками.  
Пусть задано множество, содержащее n  элементов. Поста-
вим задачу: вычислить количество упорядоченных множеств с n  
элементами (перестановок), которые можно получить из данного 
множества. Нашу задачу можно сформулировать и так: "Сколь-
кими способами может быть задан порядок размещения n  разных 
предметов?". Такая задача приводит к вычислению количества 
упорядоченных множеств, которые называются перестановками. 
При этом, если все элементы заданного множества различны – 
получаем перестановки без повторений. Если в заданном мно-
жестве элементы могут повторяться, то получаем перестановки 
с повторениями. 
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Пример 4.3. Найти количество перестановок множества { }; ;M a b c= . 
Решение. Перестановки множества из трех элементов имеют вид ; ; ,a b c  
; ; ,a c b  ; ; ,b a c  ; ; ,b c a  ; ; ,c a b  ; ; .c b a  
Ответ. Число (количество) перестановок множества из трех элементов 
равно шести. 
Число всех перестановок, которые можно получить из мно-
жества, состоящего из n  элементов, обозначается nP . 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Формулы для нахождения числа перестановок ( )nP  
Без повторений 
!nP n=  
С повторениями 

1 2
!
! ! !n n
nP
k k k
=
K
, где 1 2 nk k k n+ + + =K  
Считается, что пустое множество может быть упорядочено 
только одним способом, значит 0 0! 1.P = =   
Пример 4.4. Сколькими способами можно разместить на полке 5 книг? 
Решение. Искомое число способов равно числу перестановок (способов 
упорядочения множества, которое состоит из пяти элементов) 5 5!P = . 
5 1 2 3 4 5 120.P = × × × × =  
Ответ. Пять книг на полке можно разместить 120 способами. 
Пример 4.5. Сколько перестановок можно составить из n  элементов, в ко-
торых два элемента a  и b  не стоят рядом? 
Решение. Определим число перестановок, в которых два элемента a  и b  
стоят рядом. Рассмотрим следующие случаи: элемент a  стоит на первом 
месте; элемент a  стоит на втором месте; ...; элемент a  стоит на ( )1n -  
месте. Число таких случаев равно ( )1 .n -  Кроме того, элементы a  и b  
можно поменять местами, значит существует ( )2 1n× -  способов разме-
щения элементов a  и b  рядом. Каждому из этих способов отвечает 
( )2 !n -  перестановок других элементов. 
Вообще, число перестановок, в которых a  и b  стоят рядом будет 
( )( ) ( )2 1 2 ! 2 1 !n n n- - = - . 
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Поскольку общее число перестановок из n  элементов составляет 
!,nP n=  то искомое число перестановок будет 
( ) ( ) ( )! 2 1 ! 1 ! 2 .X n n n n= - - = - × -  
Ответ. Из n  элементов можно составить ( ) ( )2 1 !n n- × -  перестановок, в 
которых два данных элементы не стоят рядом. 
Пример 4.6. Сколько различных шестизначных чисел можно составить из 
трех "2" , двух "7"  и одной "5"? 
Решение. В данной задаче элементы заданного множества повторяются, 
поэтому нужно использовать формулу нахождения числа перестановок с 
повторениями 
1 2
!
! ! !n n
nP
k k k
=
K
., где 1 3k =  – количество "2" , 2 2k =  – ко-
личество "7" , 3 1k =  – количество "5", 3 2 1 6n = + + =  – количество всех 
элементов заданного множества, тогда  

6
6! 720 60.
3! 2! 1! 6 2 1
P = = =
× × × ×
 
Ответ. Можно составить 60 различных шестизначных чисел. 
11.3. Размещения 
Любые упорядоченные подмножества из k  элементов дан-
ного множества, содержащего n  элементов, где k n£ , называют-
ся размещениями из n  элементов по k .  
Два размещения считаются различными, если они либо отли-
чаются друг от друга хотя бы одним элементом, либо состоят из 
одних и тех же элементов, но расположенных в разном порядке. 
Если выбранные элементы в размещении не повторяются, то 
получаем размещения без повторений, а если повторяются, то 
получаем размещения с повторениями. 
Пусть задано множество, содержащее n  элементов. Поста-
вим задачу: вычислить количество упорядоченных подмножеств 
с k  элементами, которые могут быть получены из этого множе-
ства. Эти подмножества должны отличаться или самими элемен-
тами, или их порядком, или тем и другим вместе. Нашу задачу 
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можно сформулировать и так: "Сколькими способами из n  раз-
ных предметов можно выбрать k  предметов с учетом порядка, в 
котором предметы выбираются?".  
Пример 4.7. Дано множество, которое состоит из 4-х различных элементов. 
Сколькими способами из этого множества можно выделить подмноже-
ства из 2-х различных элементов? 
Решение. Первый элемент можно выбрать четырьмя способами, а второй 
будем выбирать из трех элементов, которые остались. Всего таких спо-
собов будет 12: ( ); ,a b  ( ); ,a c  ( ); ,a d  ( ); ,b a  ( ); ,b c  ( ); ,b d  ( ); ,c a  ( ); ,c b  
( ); ,c d  ( ); ,d a  ( ); ,d b  ( ); .d c  
Ответ. Подмножество из 2-х элементов можно выделить 12 способами. 
Число всех размещений из n  элементов по k  обозначают knA . 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Формулы для нахождения числа размещений ( )knA  
Без повторений 
( ) ( )( ) ( )
! 1 2 1
!
k
n
nA n n n n k
n k
= = - - - +
-
K  
С повторениями 
 k k
nA n=  
Если 0,k =  то 01 1.A =  Есть только одно пустое множество, 
оно является подмножеством любого множества и упорядочить 
его можно только одним способом. 
Если ,k n=  то !nn nA P n= = . 
Пример 4.8. Сколькими способами из 25 студентов можно выбрать старос-
ту, физорга и профорга. 
Решение. Любой выбор является размещением без повторений из 25 по 3, 
тогда    325 25 24 23 13800.A = × × =  
Ответ. 325 13800.A =  
Пример 4.9. Сколько различных трехзначных чисел можно составить из 
цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, если: а) цифры в числе не повторяются; б) цифры в 
числе могут повторяться? 
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Решение. а) Если цифры в числе не повторяются, то используем формулу 
для нахождения числа размещений без повторение и получим:  
( )
3
6
6! 6! 4 5 6 120.
6 3 ! 3!
A = = = × × =
-
 
б) Если цифры в числе повторяются, то используем формулу для нахож-
дения числа размещений с повторениями и получим:   3 36 6 216.A = =  
Ответ. Без повторений цифр можно составить 120 чисел, а с повторения-
ми – 216 чисел. 
Пример 4.10. Найти ,n  если 3 2 210 .n nA A -= ×  
Решение. Из формулы ( )( ) ( )1 2 1knA n n n n m= - - - +K  получим: 
( )( )3 1 2nA n n n= - -  і ( )( )2 2 2 3 .nA n n- = - -  Тогда согласно условию задачи: 
( ) ( )1 2n n n- - ( )10 2n= - ( ) 2 23 10 30 11 30 0n n n n n n- Þ - = - Û - + = Þ  
1,2 1 2
11 121 120 11 1 11 16; 5.
2 2 2
n n n± - + -Þ = Þ = = = =  
Проверка.  3 26 46 5 4 120; 10 10 4 3 120.A A= × × = = × × =  
3 2
5 35 4 3 60; 10 10 3 2 60.A A= × × = = × × =  
Ответ. 1 26; 5.n n= =  
Пример 4.11. Найти из скольких предметов можно составить 210 размеще-
ний по 2 в каждом. 
Решение. Из формулы ( )2 1 210nA n n= - =  получим: 2 210 0.n n- - =   Найдем 
корни этого квадратного уравнения:  
1,2 1 2
1 1 840 1 29 15; 14.
2 2
n n n± + ±= = Þ = = -  
Значение 2 14n = -  не удовлетворяет условию задачи. 
Ответ. 15.n =  
11.4. Сочетания (комбинации) 
Любые подмножества из k  элементов данного множества, 
содержащего n  элементов, где k n£ , называются сочетаниями 
из n  элементов по k . При этом данные комбинации отличаются 
только набором элементов без учета их взаимного расположения. 
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Если элементы в сочетании не повторяются, то получаем 
сочетания без повторений, а если повторяются, то получаем 
сочетания с повторениями. 
Если нужно определить сколькими способами может быть 
выбраны k  элементов из n  без учета порядка, в котором они вы-
браны, то нужно вычислять число сочетаний (комбинаций).  
Число всех сочетаний из n  элементов по k  обозначают knC . 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Формулы для нахождения числа сочетаний ( )knC  
Без повторений 
( )
!
! !
k
n
nC
k n k
=
-
 
С повторениями 

1
k k
n n kC C + -=  
По определению, сочетания – это размещения, в которых не 
учитывается расположение (порядок) элементов. Значит, если в 
каждом сочетании осуществить разные перестановки, то получим 
все размещения: ,k kn n kA C P= ×  откуда .
k
k n
n
k
AC
P
=  
Пример 4.12. Сколькими способами можно избрать 5 делегатов из состава 
конференции, на которой присутствовали 15 человек? 
Решение. Порядок, в котором выбираются делегаты, не имеет значения. 
Поэтому количество способов их избрания будет равно числу сочетаний 
из 15 по 5:    
3
5
15
15! 15
5!10!
C = =
×
7
14×
1 3
13 12× × 11
1 2
×
× 1 3× 1 4× 1 5× 1
21 13 11 3003.= × × =  
Ответ. Может быть 3003 способа. 
Пример 4.13. Сколькими способами можно поставить 4 шахматные фигу-
ры на черные поля шахматной доски? 
Решение. На шахматной доске всего 64 поля, из которых 32 черных. Поря-
док расположения фигур не имеет значения, поэтому количество спосо-
бов их расположения есть число сочетаний из 32 по 4. 
Элементы комбинаторики 
 185 
4 8
4
32
32! 32
4! 28!
C = =
×
10
31 30× × 29
1 2
×
× 1 3× 1 4× 1
124 29 10 35960.= × × =  
Ответ. Способов может быть 35960. 
Пример 4.14. Сколькими способами можно расположить в ряд 3 белых и 3 
черных шашки? 
Решение. В ряду всего 6 мест. Если определить местоположения  белых 
шашек, то автоматически будут известны местоположения всех шашек. 
Тогда искомое число равняется: 36
6! 6 5 4 20.
3! 3! 1 2 3
C × ×= = =
× × ×
 
Ответ. Будет 20 способов. 
Пример 4.15. В продаже имеются цветы четырех сортов. Сколько различ-
ных букетов, состоящих из 7 цветков, можно составить? 
Решение. В букет могут входить цветы одного сорта, поэтому применим 
формулу для нахождения числа сочетаний с повторениями: 
 7 7 7
4 4 7 1 10
10! 8 9 10 120.
7! 3! 1 2 3
C C C+ -
× ×
= = = = =
× × ×
 
Ответ. 120 букетов. 
11.5. Бином Ньютона 
При возведении двучлена в степень пользуются формулой 
бинома Ньютона: 
( ) 1 10 1 1 ,
n n n n k k n n
k n na b a a b a b ab ba a a a a
- - -
-+ = + + + + + +K K  
где 0 1 1; ; ; ;n na a a a-K  – коэффициенты этого разложения.  
Найдем коэффициенты разложения в записи формулы Би-
нома Ньютона по степеням .b  Для этого представим степень дву-
члена в виде произведения n  множителей:  
( ) ( )( ) ( )na b a b a b a b+ = + + +K . 
Чтобы перемножить несколько многочленов, достаточно 
перемножить их члены по одному во всех возможных комбина-
циях и сложить результаты. В формуле каждый множитель со-
стоит из двух слагаемых. Из каждого множителя может быть вы-
брано или первое слагаемое " a " или второе " b ". Если брать 
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( )n k-  раз первое слагаемое и k  раз второе, то их произведение 
будет равно .n k ka b- ×  
Количество способов, которыми можно выбрать из n биномов 
k  раз второе слагаемое подсчитывается числом сочетаний из n  
по k  ( )knC , которое называется биномиальным коэффициентом. 
Значит, одночлен n k ka b- ×  в разложении бинома Ньютона имеет 
коэффициент knC , а формула разложения имеет следующий вид: 
( ) 0 1 1 2 2 2 1 1
1 1
,n n n n k n k k n n n nn n n n n na b C a C a b C a b C a b C ab C b
- - - - -
= =
+ = + + + + + + +K K
   
  
где 1
k n k k
k nT C a b
-
+ =  ( )0,1, ,k n= K  – общий член этого разложения. 
Свойства биномиальных коэффициентов 
Для биномиальных коэффициентов справедливы такие ком-
бинаторные равенства:  
1. Число биномиальных коэффициентов (а следовательно, и чис-
ло слагаемых в разложении степени бинома) равно 1n + . 
2. Коэффициенты членов, равноудаленных от начала и конца 
разложения, равны между собой: 
k n k
n nC C
-= , 
в частности, 0 1n n nn n nC C C
-= = = ; 
3. Сумма всех биномиальных коэффициентов равна 2n : 
0 1 2n nn n nC C C+ + + =K ; 
4. Сумма биномиальных коэффициентов, стоящих на четных 
местах, равна сумме биномиальных коэффициентов, стоящих 
на нечетных местах, а значит: 
( )0 1 2 1 0.n nn n n nC C C C- + - + - × =K  
5. Для вычисления биномиальных коэффициентов можно ис-
пользовать формулу: 
1 1
1
k k k
n n nC C C
+ +
+ = +
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Пример 4.16. Сумма всех биномиальных коэффициентов, которые стоят на 
четных местах в разложении бинома ( ) ,nx y+  равна 512. Найти .n  
Решение. Сумма биномиальных коэффициентов, стоящих на четных мес-
тах, равна сумме биномиальных коэффициентов, стоящих на нечетных 
местах, а сумма всех биномиальных коэффициентов равна 2n , значит 
получим уравнение: 102 512 2 2 10.
2
n
n n= Þ = Þ =  
Ответ. 10.n =  
Пример 4.17. Найти средний член в разложении бинома 
61 .x
x
æ ö+ç ÷
è ø
  
Решение. В разложении бинома ( )1n +  членов. В нашем случае 6,n =  зна-
чит в разложении 7 членов. Средний член будет под номером 4.  
По формуле общего члена 1
k n k k
k nT C a b
-
+ =  находим:  
( ) ( )
3
6 3 3
3 1,5
4 6 3
1 6! 1 20 .
3! 3!
T C x x x
x x
-
-æ ö= = =ç ÷ ×è ø
 
Ответ. 1,520 .x-  
Пример 4.18. Найти член в разложении бинома 
15
3 1 ,x
x
æ ö+ç ÷
è ø
 который не 
содержит .x  
Решение. Общий член в разложении бинома данного выражения будет 
иметь вид:  ( )1531 15 1
k
k
k
kT C x x
-
+
æ ö= ç ÷
è ø
.  
По условию, член не должен содержать ,x  а это значит, что  
( )153 1 1.
k
k
x
x
- æ ö =ç ÷
è ø
 
Решая данное уравнение, получим:  
55
6 51 5 0 6.
6
k
x k k
-
= Þ - = Þ =  
Тогда 66 1 7 15
15! 10 11 12 13 14 15 5005.
6! 9! 1 2 3 4 5 6
T T C+
× × × × ×
= = = = =
× × × × × ×
 
Ответ. 5005. 
Раздел IV 
 188 
11.6. Схема решения комбинаторных задач 
При решении комбинаторных задач удобно пользоваться 
схемой, приведенной ниже. 
Схема решения комбинаторных задач 
  Учитывается ли порядок размещения 
элементов? 
  
   Да Нет   
 
 
 Все ли элементы входят в со-
единение? 
    
  Да  Нет  
 
    
Перестановки  Размещения  Сочетания 
без пов- 
торений 
с повто- 
рениями 
 без пов- 
торений 
с повто- 
рениями 
 без пов- 
торений 
с повто- 
рениями 
!nP n=  

1 2
!
! ! !n n
nP
k k k
=
K
 
1 2 nk k k n+ + + =K  
 ( )
!
!
k
n
nA
n k
=
-
  k k
nA n=   ( )
!
! !
k
n
nC
k n k
=
-
 
1
k k
n n kC C + -=  
 
 
Ответьте на вопросы 
1. Что такое комбинаторика? 
2. Назовите основные правила (законы) комбинаторики. 
3. Что называют перестановкой множества? Напишите формулы 
для нахождения числа перестановок. 
4. Что называют размещением из n  элементов по k ? Напишите 
формулы для нахождения числа размещений без повторений 
и с повторениями. 
5. Что называют сочетанием из n  элементов по k ? Напишите 
формулы для нахождения числа сочетаний без повторений и с 
повторениями. 
6. Напишите формулу бинома Ньютона.  
7. Что называют биномиальными коэффициентами? Назовите 
свойства биномиальных коэффициентов. 
 
s 
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Задания для самостоятельной работы № 11 
I. Вычислить: 
1) 
4 5
15 14
3
15
;A A
A
+  2) 
4
12 7
9
11
.A P
A
×
 
II. Решить уравнения: 
1) 9 923 23 24;
xC C C+ =  2) ( )2 31 12 7 1 ;xx xC C x-+ -+ = -  
3) 
4
3 4
1
24 ;
23
x
x
x x
A
A C -+
=
-
 4) 11 1
302 .
7
x
x x xA P P
-
+ -+ =  
III. Для дежурства в общежитии в течение недели (кроме 
воскресенья) выделены 6 студентов. Сколькими способами мож-
но установить очередность дежурств, если каждый студент дежу-
рит 1 раз?  
IV . Сколько натуральных чисел, кратных пяти, можно со-
ставить из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6 при условии, что цифры в числе не 
повторяются.  
V . Сколько различных перестановок можно сделать из букв 
слова "задача"?  
VI. Замок открывается только в том случае, если набран опре-
деленный трехзначный номер из пяти цифр. Чтобы открыть замок 
делают попытки – набирают наугад три цифры. Сколько будет 
сделано попыток, если только последняя попытка будет результа-
тивной?  
VII. Из группы в 15 человек выбирают четырех участников 
эстафеты 888+400+200+100. Сколькими способами можно рас-
ставить спортсменов по этапам эстафеты?  
VIII. Сколько экзаменационных комиссий, состоящих из 7 
членов, можно составить из 14 преподавателей?  
IX. В чемпионате страны по футболу участвуют 18 команд. 
Каждые 2 команды встречаются между собой дважды. Сколько 
матчей будет проведено?  
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X. Найти разложение степени бинома: 
1) ( )52 ;a b+  2) ( )42 1 ;a -  3) 
51 1 ;
x
æ ö-ç ÷
è ø
 4) ( )422 .y--  
XI. Сумма всех биномиальных коэффициентов в разложении 
бинома ( )na b+  равна 256. Найти .n   
XII. Чему равна сумма биномиальных коэффициентов разло-
жения бинома ( )9 ,x a+  которые стоят на нечетных местах?  
XIII. Найти четвертый член в разложении бинома 
( )103 3 .a b-   
XIV . В разложении бинома 
8
3
1x
x
æ ö+ç ÷
è ø
 найти номер члена, ко-
торый не содержит .x   
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КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 
 
Лексика урока 
аргумент argument 自变量 
действительный real 实数 
интерпретация interpretation 解释 
квадрант quadrant 象限 
комплексные числа complex numbers 复数 
кратный divisible 除得尽的 
мнимый imaginary 假想 
противоположный opposite 相反 
равносильный equivalent 等量 
расширить widen 扩大 
сопряженный conjugate 共轭 
специальный special 特别 
           
12. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ 
12.1. Введение 
В теории квадратных уравнений рассматриваются три слу-
чая решения уравнения вида 2 0ax bx c+ + = : 
1. если дискриминант 2 4 0,D b ac= - >  то уравнение имеет два 
различных действительных корня 1,2 2
b Dx a
- ±= ; 
2. если 0,D =  то квадратное уравнение имеет два равных дейст-
вительных корня 1 2 2
bx x a
-= = , или говорят, что уравнение име-
ет один действительный корень второй кратности; 
Раздел V 
 192 
3. если 0,D <  то уравнение действительных корней не имеет. 
Операция извлечения квадратного корня из отрицательного 
числа во множестве действительных чисел не определена. 
Для того, чтобы доопределить множество действительных 
чисел до такого множества, в котором можно будет решить лю-
бое квадратное уравнение, вводится специальное число ,i  такое 
что 2 1.i = -  Это число называется мнимой единицей. Тогда полу-
чаем новое множество, которому принадлежат и действительные 
числа, и мнимые числа вида b i×  и a b i+ ×  (где ,a bÎ ). Таким об-
разом, в новом числовом множестве (множестве комплексных 
чисел  ) можно решать любые квадратные уравнения, при этом 
основные законы действительных чисел сохраняются. 
Теперь мы можем решать квадратные уравнения и в случае 
0.D <  Решения такого уравнения записывают в виде комплекс-
ных чисел 1,2 2
b i D
x a
- ±
= . 
12.2. Основные определения 
Комплексным числом называется выражение вида ,a bi+  
где a  и b  – любые действительные числа, i  – специальное число, 
которое называется мнимой единицей, такое что 2 1.i = -  
 
ЗАПОМНИТЕ! 
z a bi= +  – запись комплексного числа в алгебраической форме, где 
a  – действительная часть комплексного числа (обозначают 
Rea z= ); 
bi  – мнимая часть комплексного числа; 
b  – коэффициент при мнимой части (обозначают Imb z= ); 
i  – мнимая единица. 
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Комплексное число 0a i+  соответствует действительному 
числу ,a  значит 0a a i= + . В частности, 0 0 0i= + . 
Числа вида bi  ( )0b ¹  называют чисто мнимыми. 
Например, комплексное число 2 3z i= +  имеет: 
ü действительную часть – это действительное число 2; 
ü мнимую часть – это 3i ; 
ü коэффициент при мнимой части – это действительное число 3.  
Можно записать: Re 2,a z= =  Im 3.b z= =  
Для комплексных чисел: 5 ,z i= -   Re 5,z =  Im 1;z = -   
 8 ,z i=   Re 0,z =  Im 8.z =  
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Два комплексных числа называются равными, если равны 
их действительные части и коэффициенты при мнимых частях. 
,
.
a c
a bi c di
b d
=ì
+ = + Û í =î
 
Если два комплексных числа не равны, то их нельзя срав-
нить, то есть нельзя сказать, какое число "больше" или "меньше" 
другого. 
Два комплексных числа a bi+  и a bi- -  называются проти-
воположными. 
Два комплексных числа z a bi= +  и ,z a bi= -  которые отли-
чаются только знаком мнимой части, называются сопряженны-
ми. 
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12.3. Действия над комплексными числами в алгебраи-
ческой форме 
Комплексное число a bi+  можно рассматривать как много-
член. Тогда арифметические действия (сложение, вычитание, ум-
ножение и деление) над комплексными числами можно рассмат-
ривать как действия над многочленами, но с учетом того, что 
2 1.i = -  
1. Сложение комплексных чисел 
1 2z z+ = ( ) ( )1 1 2 2a b i a b i+ + + ( ) ( )1 2 1 2a a b b i= + + +  
Например, ( ) ( ) ( ) ( )2 3 5 2 5 3 1 7 4 ;i i i i+ + + = + + + = +  
 ( ) ( ) ( ) ( )( )2 3 1 8 2 1 3 8 1 5 ;i i i i- + + - = - + + + - = - -  
 ( ) ( ) ( ) ( )( )2 3 1 3 2 1 3 3 1 0 1.i i i i- + + - = - + + + - = - + = -  
2. Вычитание комплексных чисел 
1 2z z- = ( ) ( )1 1 2 2a b i a b i+ - + ( ) ( )1 2 1 2a a b b i= - + -  
Например, ( ) ( ) ( ) ( )3 8 2 3 3 2 8 3 1 11 ;i i i i- - + = - + - - = -  
 ( ) ( ) ( ) ( )( )3 2 1 2 3 1 2 2 2 0 2;i i i i- - - = - + - - - = - =  
 ( ) ( ) ( ) ( )( )4 3 4 2 4 4 3 2 0 5 5 .i i i i i+ - - = - + - - = + =  
3. Умножение комплексных чисел 
1 2z z× = ( ) ( ) 21 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2a b i a b i a a a b i a b i b b i+ × + = + + + =  
( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1a a b b a b a b i= - + +  
Например, ( ) ( ) 21 3 2 5 2 5 6 15 2 5 6 15 17 ;i i i i i i i i- + × + = - - + + = - - + - = - +  
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 2 2 3 3 2 2 3 3 3 2 2 0 13 13 ;i i i i i- × - = × - - × - + × - + - × = - = -  
( ) ( ) ( )( ) ( )( )4 3 4 3 4 4 3 3 4 3 4 3 25 0 25.i i i i+ × - + = × - - × + × + - × = - - = -  
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ЗАПОМНИТЕ! 
Свойства сопряженных чисел 
Сумма и произведение двух сопряженных комплексных чи-
сел есть действительное число.  
Если z a bi= +  и z a bi= -  сопряженные комплексные чис-
ла, то                2 ;z z a+ =            2 2 .z z a b× = +  
Например, ( ) ( ) ( ) ( )5 8 5 8 5 5 8 8 10 0 10;i i i i- + + = + + - + = + =  
 ( ) ( ) ( )223 2 3 2 3 2 9 4 13.i i i- × + = - = + =  
4. Деление комплексного числа на действительное число. 
Чтобы разделить комплексное число на действительное число 
0m ¹ , нужно комплексное число умножить на 1
m
 
( ) ( ) 1: .a ba bi m a bi im m m+ = + × = +  
Например, ( ) ( ) 15 8 :2 5 8 2,5 4 .
2
i i i- = - × = -  
5. Деление комплексных чисел. Чтобы разделить два ком-
плексных числа, нужно умножить числитель и знаменатель дроби 
на число, сопряженное знаменателю. 
1
2
z
z
=
( )( )
( )( )
2
1 1 2 21 1 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
a b i a b ia b i a a a b i a b i b b i
a b i a b i a b i a b
+ -+ - + -
= = =
+ + - +
 
1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2
2 2 2 2
.a a b b a b a b i
a b a b
+ -
= +
+ +
 
Например, ( )( )
( )( )
( )2 2
2
1 1 11 1 2 2 ;
1 1 1 1 1 1 2
i i ii i i i i
i i i i
+ + ++ + +
= = = = =
- - + - +
 
 ( )( )
( )( ) 2 2
3 2 23 2 6 3 4 2 8 8 1 .
2 2 2 2 4 1 5 5
i ii i i i i
i i i i
+ -+ - + + +
= = = = +
+ + - - +
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6. Степень числа i . 
0 1;i =  ( )24 2 1;i i= =  8 7 1;i i i= × =  … 4 1;ni =  
1 ;i i=  5 4 ;i i i i= × =  9 8 ;i i i i= × =  … 4 1 ;ni i+ =  
2 1;i = -  6 5 1;i i i= × = -  10 9 1;i i i= × = -  … 4 2 1;ni + = -  
3 2 ;i i i i= × = -  7 6 ;i i i i= × = -  11 10 ;i i i i= × = -  … 4 3 ,ni i+ = -  
7. Возведение комплексных чисел в степень. Комплексные 
числа можно возвести в степень по правилу умножения много-
членов (используя полученные выше значения степеней числа i ). 
Например, ( ) ( )22 2 2 2 2 22 2 ;z a bi a abi b i a b abi= + = + + = - +  
( ) ( ) ( )33 3 2 2 2 3 3 3 2 2 33 3 3 3 .z a bi a a bi ab i b i a ab a b b i= + = + + + = - + -  
Для вычисления более высоких степеней удобно использо-
вать бином Ньютона.  
12.4. Геометрическая форма комплексного числа 
Каждому комплексному числу z a bi= +  можно поставить в 
соответствие точку координатной плоскости .xOy  При этом на оси 
абсцисс откладывают действительную 
часть комплексного числа, а на оси орди-
нат – его мнимую часть. Таким образом 
комплексное число z a bi= +  можно изо-
бразить точкой M  с координатами ( );a b  
(рис. 5.1) – это геометрическая интерпре-
тация комплексного числа. 
 
Рисунок 5.1 
Плоскость, на которой изображается комплексное число, на-
зывается комплексной плоскостью.  
Каждому комплексному числу соответствует единственная 
точка комплексной плоскости. Каждой точке комплексной плоско-
сти соответствует единственное комплексное число. При этом двум 
Re z  
( );M a b  
b  
a  
Im z  
z a bi= +  
O  
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различным комплексным числам соответствуют две различные 
точки комплексной плоскости.  
Действительным числам 0a i+  соответствуют точки оси абс-
цисс, а чисто мнимым числам 0 bi+  где 0,b ¹  – точки оси ординат. 
Поэтому ось абсцисс называют действительной осью, а ось орди-
нат – мнимой осью. 
Сопряженным комплексным числам z a bi= +  и z a bi= -  со-
ответствуют точки, симметричные относительно оси абсцисс. 
Каждой точке комплексной плоскости можно поставить в со-
ответствие радиус-вектор с началом в точке ( )0;0O  и концом в 
точке ( );M a b , это будет ( );OM a b
uuuur
 (рис. 5.1). Значит, комплексное 
число z a bi= +  на комплексной плоскости можно геометрически 
изображать либо точкой ( );M a b , либо вектором ( );OM a b
uuuur
. 
Если комплексные числа изображают с помощью векторов, 
то при сложении и умножении комплексных чисел используют 
правила сложения и умножения векторов. 
12.5. Тригонометрическая форма комплексного числа 
Модулем комплексного числа называет-
ся длина вектора, соответствующего этому 
числу: 2 2OM a b= +
uuuur
 (рис. 5.2).  
Модуль комплексного числа z a bi= +  
обозначают z  или r .  
2 2z r a b= = +  
 
Рисунок 5.2 
Аргумент комплексного числа z a bi= +  – это величина угла 
между положительным направлением действительной оси и ра-
диус-вектором, изображающим это число (рис. 5.2).  
Im z  
Re z
j  
( );M a b  b  
a
r  
O  
z a bi= +  
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Угол j  (аргумент комплексного числа) обозначают arg .zj =   
Для числа 0z =  аргумент не определен. Для всех других 
комплексных чисел их аргумент определяется с точностью до 
2 , .k kp Î  
Величина угла положительна, если угол отсчитывают про-
тив часовой стрелки. Если угол отсчитывают по часовой стрелке, 
то величина угла отрицательна. 
Модуль z r=  и аргумент arg z j=  комплексного числа 
z a bi= +  связаны с коэффициентами его действительной и мни-
мой части при помощи формул:  
cosa r j=      и      sin .b r j=  
Подставив эти значения в выражение комплексного числа, 
получим: ( )cos sinz r ij j= + . Данное выражение называется 
тригонометрической формой комплексного числа. 
 
ЗАПОМНИТЕ! 
Тригонометрическая форма комплексного числа 
( )cos sinz r ij j= + ,  
где         2 2 ;r a b= +                cos ;a
r
j =             sin .b
r
j =  
Два комплексных числа, заданные в тригонометрической 
форме, равны между собой тогда и только тогда, когда:  
1) равны их модули; 
2) аргументы равны, или отличаются на величину, кратную 2 .p  
Пример 5.1. Запишите комплексное числа 1z i= -  в тригонометрической 
форме. 
Решение. Найдем модуль комплексного числа и его аргумент:  
( )221 1 2z r= = + - = ;  
Комплексные числа 
 199 
1cos 0
2
1sin 0
2
a
r
b
r
j
j
ü= = > ïï
ý
ï= = - <
ïþ
 угол j  находится в четвертом квадранте 7
4
p
jÞ = . 
Значит, в тригонометрической форме 7 71 2 cos sin
4 4
z i ip pæ ö= - = +ç ÷
è ø
. 
Ответ. 7 71 2 cos sin
4 4
i ip pæ ö- = +ç ÷
è ø
 
12.6. Действия над комплексными числами в тригономет-
рической форме 
Возьмем два комплексных числа в тригонометрической 
форме: ( )1 1 1 1cos sinz r ij j= +  и ( )2 2 2 2cos sinz r ij j= + . 
1. Умножение комплексных чисел. При умножении ком-
плексных чисел нужно их модули умножить, а аргументы сло-
жить:  
( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sin .z z r r ij j j j× = × + + +  
2. Деление комплексных чисел. При делении комплексных 
чисел нужно их модули разделить, а аргументы вычесть (модуль 
делимого делится на модуль делителя, а из аргумента делимого 
вычитается аргумент делителя): 
( ) ( )( )1 1 1 2 1 2
2 2
cos sin .z r i
z r
j j j j= - + -  
3. Возведении комплексного числа в натуральную степень. 
При возведении комплексного числа в натуральную степень 
нужно модуль возвести в эту степень, а аргумент умножить на 
показатель степени: 
( )cos sin , .n nz r n i n nj j= + Î  
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4. Извлечении корня n -й степени из комплексного числа. 
При извлечении корня n -й степени из комплексного числа нужно: 
– из модуля извлечь арифметический корень n -й степени; 
– к аргументу прибавить 2 kp  и результат разделить на пока-
затель корня.  
Получим n  различных значений при 0,1, 2, , 1k n= -K . 
2 2cos sin , .n n k kz r i k
n n
j p j p+ +æ ö= + Îç ÷
è ø
  
Пример 5.2. Вычислить произведение и частное комплексных чисел 
3U i= +  и 1V i= - . 
Решение. 1) Запишем данные комплексные числа в тригонометрической 
форме. 
3U i= + , тогда ( )2 21 3 1 3 1 2;U r= = + = + =  
1
1
3cos 02
1sin 02
a
r
b
r
j
j
ü= = > ï
ý
ï= = >
þ
 угол 1j  находится в первом квадранте 1 .6
p
jÞ =  
Значит, 3 2 cos sin .
6 6
U i ip pæ ö= + = +ç ÷
è ø
 
1V i= - , тогда 2 2;V r= =  2
7
4
p
j =  (см. пример 5.1). 
Значит, 7 71 2 cos sin
4 4
V i ip pæ ö= - = +ç ÷
è ø
. 
2) Вычислим произведение по формуле:  
( ) ( )( )1 2 1 2 1 2cos sin .U V r r ij j j j× = × + + +  
Модуль произведения равен произведению модулей: 1 2 2 2.r r r= × =  
Аргумент произведения равен сумме аргументов: 
1 2
7 23arg arg arg ;
6 4 12
z U V p p pj j= + = + = + =  
( )( ) 23 233 1 2 2 cos sin12 12
2 2 cos 2 sin 2 2 2 cos sin .
12 12 12 12
i i i
i i
p p
p p p p
p p
æ ö+ - = + =ç ÷
è ø
æ öæ ö æ ö æ ö= - + - = -ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷è ø è ø è øè ø
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3) Вычислим частное по формуле: ( ) ( )( )1 1 1 2 1 2
2 2
cos sin .z r i
z r
j j j j= - + -  
Модуль частного равен частному модулей делимого и делителя:  
1
2
2 2.
2
rr
r
= = =  
Аргумент частного равен разности аргументов делимого и делителя: 
1 2
7 19arg arg arg ;
6 4 12
z U V p p pj j= - = - = - = -  
19 19 5 52 cos sin 2 cos sin
12 12 12 12
U i i
V
p p p pé ùæ ö æ ö é ù= - + - = +ç ÷ ç ÷ê ú ê úè ø è ø ë ûë û
  
(т.к. 19 52
12 12
p p
p- + = ). 
Ответ. ( )( )3 1 2 2 cos sin ;12 12i i i
p pæ ö+ - = -ç ÷
è ø
 
  3 5 52 cos sin .
1 12 12
i i
i
p p+ æ ö= +ç ÷- è ø
 
Пример 5.3. Вычислить ( )201 i- . 
Решение. Используем тригонометрическую форму комплексного числа 
7 71 2 cos sin ,
4 4
z i ip pæ ö= - = +ç ÷
è ø
 полученную в примере 5.1. 
( ) ( )
( ) ( ) ( )
20
2020
10 10
7 7 7 71 2 cos sin 2 cos 20 sin 20
4 4 4 4
2 cos35 sin35 2 cos sin 1024 1 0 1024.
i i i
i i i
p p p p
p p p p
é ùæ ö æ ö- = + = × + × =ç ÷ ç ÷ê úè ø è øë û
= + = + = - + × = -
 
Ответ. ( )201 1024.i- = -  
Пример 5.4. Вычислить 3 2 2 .i+  
Решение. Запишем комплексное число, стоящее под знаком корня, в три-
гонометрической форме. 
2 2 ,z i= + , значит 2;a =  2;b =  2 22 2 8 2 2;r = + = =  
2 2cos 022 2
2 2sin 022 2
a
r
b
r
j
j
ü= = = > ïï
ý
ï= = = >
ïþ
 óăî ë  í ŕőî äčňń˙  â ďĺ đâî ě  ęâŕäđŕ í ňĺ  
45 .
4
j
p
j
Þ
Þ = = °
 
Значит ( )2 2 2 2 cos45 sin 45 ,z i i= + = °+ °  тогда  
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( )
( ) ( )
1
33 45 2 45 22 2 2 2 cos sin
3 3
2 cos 15 120 sin 15 120 .
k ki i
k i k
p p°+ °+æ ö+ = + =ç ÷
è ø
= °+ × ° + °+ × °é ùë û
 
Для значений 0,1, 2k =  получим три значения корня: 
( )0 2 cos15 sin15 ;ib = °+ °  
( )1 2 cos135 sin135 ;ib = °+ °  
( )2 2 cos255 sin 255 .ib = °+ °  
Найдем значения синуса и косинуса полученных углов. 
1) ( ) 2 3 1 3 1cos15 cos 45 30 cos45 cos30 sin45 sin30 ;
2 2 2 2 2
æ ö +
°= °- ° = ° °+ ° ° = + =ç ÷
è ø
 
( ) 2 3 1 3 1sin15 sin 45 30 sin 45 cos30 cos45 sin30 ;
2 2 2 2 2
æ ö -
° = °- ° = ° °- ° ° = - =ç ÷
è ø
 
тогда 0
3 1 3 1.
2 2
ib + -= +  
2) ( ) 2cos135 cos 180 45 cos45 ;
2
° = °- ° = - ° = -   
( ) 2sin135 sin 180 45 sin 45 ,
2
° = °- ° = ° =  
тогда 1
2 22 1 .
2 2
i ib
æ ö
= - + = - +ç ÷
è ø
 
3) ( ) 3 1cos225 cos 270 15 sin15 ;
2 2
-
° = °- ° = - °= -  
( ) 3 1sin 225 sin 270 15 cos15 ;
2 2
+
° = °- ° = - ° = -  
тогда 2
3 1 3 1.
2 2
ib - += - -  
Ответ. 3
3 1 3 1;
2 2
2 2 1 ;
3 1 3 1.
2 2
i
i i
i
é + -
+ê
ê
+ = - +ê
ê
- +ê- -
êë
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12.7. Формула Муавра 
Рассмотрим формулу степени комплексного числа 
( )cos sin , .n nz r n i n nj j= + Î  
В частном случае, при 1r = , получим формулу Муавра: 
( )cos sin cos sin , .ni n i n nj j j j+ = + Î  
Разложим левую часть данного равенства по степеням сла-
гаемых при помощи формулы бинома Ньютона: 
( ) 1 1 2 2 2
3 3 3 4 4 4
cos sin cos cos sin cos sin
cos sin cos sin sin .
n n n n
n n
n n n n
n n
i iC C
iC C i
j j j j j j j
j j j j j
- -
- -
+ = + - -
- + + +K
 
Приравняем полученный результат к правой части формулы 
Муавра и получим: 
1 1 2 2 2
3 3 3 4 4 4
cos sin cos cos sin cos sin
cos sin cos sin sin .
n n n
n n
n n n n
n n
n i n iC C
iC C i
j j j j j j j
j j j j j
- -
- -
+ = + - -
- + + +K
 
Из условия равенства двух комплексных чисел можно запи-
сать: 
2 2 2 4 4 4cos cos cos sin cos sinn n nn nn C Cj j j j j j
- -= - + +K  
1 1 3 3 3 5 5 5sin cos sin cos sin cos sin .n n nn n nn C C Cj j j j j j j
- - -= - + +K  
Используя эти формулы, можно записать тригонометриче-
ские формулы двойного, тройного и т.д. аргумента: 
ďđč  2n = ; 2 2 2 2 2 2 22cos2 cos cos sin cos sinCj j j j j j
-= - = -   
 1 2 1sin 2 cos sin 2sin cos ;nCj j j j j
-= =  
ďđč  3n = ; ( )3 2 3 2cos3 cos 3cos sin cos 3cos 1 cosj j j j j j j= - = - - =  
 3 3 3cos 3cos 3cos 4cos 3cos ;j j j j j= - + = -  
 ( )2 3 2 3sin3 3cos sin sin 3 1 sin sin sinj j j j j j j= - = - - =  
 3 3 33sin 3sin sin 3sin 4sin ;j j j j j= - - = -  
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ďđč  4n = ; 4 2 2 4cos4 cos 6cos sin sinj j j j j= - + =  
  ( ) ( )24 2 2 2cos 6cos 1 cos 1 cosj j j j= - - + - =  
 4 28cos 8cos 1;j j= - +  
 3 3sin 4 4cos sin 4cos sinj j j j j= - =  
  ( )( )2 34cos 1 sin sin sinj j j j= - - =  
  ( )34cos sin 2sin .j j j= -  
 
Ответьте на вопросы 
1. Какие числа называют комплексными? 
2. Что такое мнимая единица? 
3. Какие комплексные числа называют равными, противополож-
ными, сопряженными? 
4. Какие действия над комплексными числами в алгебраической 
форме вы знаете? Напишите соответствующие формулы. 
5. Что такое геометрическая форма комплексного числа? 
6. Чему равен модуль комплексного числа? 
7. Что называют аргументом комплексного числа? 
8. Что называют тригонометрической формой комплексного чис-
ла? 
9. Какие действия над комплексными числами в тригонометриче-
ской форме вы знаете? Напишите соответствующие формулы. 
10. Напишите формулу Муавра. Какое практическое примене-
ние формулы Муавра? 
 
s 
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Задания для самостоятельной работы № 12 
I. Вычислите: 
1) ( ) ( )3 2 5 7 ;i i+ + -  5) ( ) ( )3 4 2 3 ;i i- - +  
2) ( ) ( )2 3 5 2 ;i i- - + +  6) ( ) ( )2 5 1 ;i i+ - -  
3) ( ) ( )3 ;i i- + + -  7) ( ) ( )1 1 ;i i+ - -  
4) ( ) ( )4 3 4 3 ;i i- + +  8) ( ) ( )4 3 2 2 .i i- - -  
II. Выполните умножение комплексных чисел. 
1) ( ) ( )2 3 5 ;i i+ × -  3) ( ) ( )1 1 ;i i+ × -  
2) ( ) ( )3 2 2 3 ;i i- × +  4) ( ) ( )5 2 2 5 ;i i+ × - -  
III. Выполните деление комплексных чисел. 
1) 2 ;
3i
 2) 3 ;
2
i
i-
 3) 5 2 ;
3 2
i
i
-
+
 
4) 2 3 ;
1 2 3
i
i
- +
+
 5) ;a bi
b ai
+
+
 6) .a bi
a bi
+
-
 
IV . Разложите на множители: 
1) 2 2;a b+  2) 2 24 9 ;a b+   3) 3;a +  4) 4 4.a b+  
V . Сократите дроби: 
1) 2 2 ;
a bi
a b
+
+
 2) 2 2 ;
a bi
a b
-
+
  3) 4 ;
1 3i-
 4) 
2 2 5.
1 2
x x
x i
- +
- -
 
VI. Решите уравнения. 
1) 2 2 5 0;x x- + =  2) 2 4 5 0;x x- + =  3) 2 6 10 0.x x+ + =  
VII. Найдите два комплексных числа, произведение кото-
рых равно 40, а сумма равна 10. 
VIII. Представьте комплексные числа в тригонометрической 
форме. 
1) 3;-  2) ;i-  3) 1 ;i+  4) 1 3.i- +  
IX. Вычислите: 
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1) ( )( ) ( )22 2 3 2 7;i i i- + - - +  2) ( )41 ;i+  3) 
6
3 .
2 2
iæ ö
+ç ÷
è ø
 
X. Вычислите по формуле Муавра. 
1) ( )8cos30 sin30 ;i° + °  2) 
10
cos sin ;
4 4
ip pæ ö+ç ÷
è ø
 
3) ( ) 42 cos60 sin 60 .i° + °é ùë û  
XI. Напишите формулы. 
1) {sin 4 ;cos4 ;xx  2) {sin5 ;cos5 ;xx  3) {sin 6 ;cos6 .xx  
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ОТВЕТЫ НА ЗАДАНИЯ  
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
 
Раздел I. ПЛАНИМЕТРИЯ  
Самостоятельная работа № 1 
I. B  лежит между A  и C . II. 155 .o  III. 54°  и 126 .°   IV. 1) 49 ;°  49 ;°  131 ;°  
131 ;°  2) 61 ;°  61 ;°  119 ;°  119 ;°  3) все углы 90 ;°  4) 74 ;°  74 ;°  106 ;°  106 .°  
V. 90 .°  VI. а) 70 ;°  б) 80 .°  VII. 90 .°  
Самостоятельная работа № 2 
I. 5 см. II. 5 см. III. 15 ńě .  IV. 16 ńě .  V. 33 ńě .  VI. 8 ńě .  VII. 6 ńě .  
VIII. .
sin cos
h
a a
 IX. 32 ńě .  X. 5,5 ńě .  XII. 14 ńě .  XIII. 10 ńě .  XIV. 4 ńě . 
Самостоятельная работа № 3 
I. 160 ,°  200 .°  II. 16 ńě .  III. 5 ńě .  IV. 70 см; 10 см. V. 15 ńě ,  24 ńě . 
VI. 65 ńě .
18
 VII. 16 :81. VIII. 15 ńě .
4
p  IX. 230 ńě .p  
Самостоятельная работа № 4 
I. 135 ;o  45 .o  II. 9.  III. 40 ,°  140 .°  IV. 2 .
sin
2
c
a
 V. 52 ńě .  VI. 12 ńě .  VII. 24 ńě ,  
56 ńě .  VIII. 15 ńě .  IX. 2 :5.  X. 48 ńě .  XI. 60 ,°  60 ,°  120 ,°  120 .°  
XII. 5,25 ńě ,  6,75 ńě . XIII. 60 ,°  60 ,°  120 ,°  120 .°  XIV. 4 ńě .  
Самостоятельная работа № 5 
I. 4 3 ńě .  II. 2 ńě .  III. 18 3 ńě .  IV. 225 ńě .p  V. 60 ,°  60 ,°  120 ,°  120 .°  
VI. 80 ńě .
3
 VII. 8 5 ńě ;  4 5 ńě .  VIII. 9 ńě ;  25 ńě .  IX. 2 ńě .  
Самостоятельная работа № 6 
I. 2120 3 ńě .  II. 236 ńě .  III. 263 3 ńě .  IV. 2580 ńě .  V. ( ) 250 50 2 ńě .+  
VI. 117 ńě .
7
 VII. 24000 ńě .
3
 VIII. 2624 ńě .  IX. 2300 ńě .  X. 2522 ńě .  
XI. 212 ńě .  XII. 2 3.H ×  XIII. ( )4 3 .
8
a b b+
 XIV. 1 .
2 2
S  XV. 
2 4 .
2
m S-  
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XVI. ( )
2
2 2
.
2
mnp
m n+
 XVII. ( )2 .p cp -  XVIII. 2 10 ńě ,  6 10 ńě ,  20 ńě . 
XIX. 2553 ńě .
32
 XX. 212 ńě .  
Раздел II. СТЕРЕОМЕТРИЯ 
Самостоятельная работа № 7 
III. 37,5ńě .  IV. .a  V. 2 2 2 .a b d- +  VI. 2ě .  VII. 1ě .   VIII. 2 2 .a b+  
IX. 
2 2
.
2
ab
a b+
 X. a  или 2 2 24 4 .a b c- +  XI. 96ě ,  2 1201ě .  
XII. 3arccos .
3
 XIII. 60 .°  XIV. 
tg
2cos ,
tg
g
j
a
=  coscos .
cos
2
ab
g
=   
Самостоятельная работа № 8 
I. 45 ,°  135 .°  II. 8 ńě ,  16 ńě .  III. ( )108 18 3 ńě .+  IV. 22 sin 2 .l a  V. 3 ńě . 
VI. 2460 ńě .  VII. 2192 ńě .  VIII. 360 3 ńě .  IX. 22 .d  X. 2162 ńě .  XI. 2192 ńě .  
XII. 5 ńě . XIII. 36 3 ńě .  XIV. 25 61 ńě . XV. 3125 ńě .
3
 XVI. 272 3 ńě .  
Самостоятельная работа № 9 
I. 2 13 ńě .  II. 3288 ńě .p  III. .V C S= ×  IV. 260 ńě  V. 38 3 ńě .
3
p  VI. 2108 ńě .  
VII. 7 .
27
V  VIII. 227 ńě .p  IX. 24 ńě .p  X. ( ) 3576 2 2 ńě .p -  XI. 224 ńě .  
XII. 25 3 ńě  XIII. Да. XIV. Нет. XV. ( )2 2 1 ńě .-  XVI. 232 3 ńě .p×  
XVII. 3.  XVIII. 2288 ńě .  XIX. 12 ńě .  XX. 2,5.  XXI. 3 tg .
6 2
a a  XXII. 3 .
2
 
XXIII. 32 .
2
Rp  XXIV. 332 ńě .
9
p  
Раздел III. ЭЛЕМЕНТЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ  
Самостоятельная работа № 10 
I. ( )11;0;0-  и ( )5;0;0 .  II. 7. III. 2 3 6 0.x y+ - =  IV. ( ) ( )2 21 3 4x y+ + - =  или 
( ) ( )2 21 3 4x y- + - = . V. 1) 0,c =  0;d ¹ 2) 0.c d= =  VI. 3 6 0.x y z- - + =  
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VII. ( ) ( ) ( )2 2 23 2 1 18.x y z- + + + - =  VIII. 2 ,AB CD=
uuur uuur
.AB CD­­
uuur uuur
 
IX. 1) ( )6; 10;16 ;- 14 2;  2) ( )2; 4;4 ;- 6;  3) ( )4; 6;12 ;- 14;  4) ( )6;8; 20 ;- -  
10 5; 5) 19 31; ;13 ;
4 4
æ ö-ç ÷
è ø
 2013.
8
) X. ( )1;5,5; 2,5 .-  XI. 4;x =  1.y = -  XII. 25.-  
XIII. 5 ;
4
x =  16 .
5
y = -  XIV. 3 ;
2
x =  1 .
2
y =  XV. 13 и 13. XVI. 1.m =  
XVII. 2 3 .p a b= -  XVIII. 1 1 3 .
2 4 4
a b c d= - + +  XX. 1.  XXI. 2 или –5. 
XXII. o60 .  
Раздел IV. ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ 
Самостоятельная работа № 11 
I. 1) 100; 2) 3. II. 1)8; 2) 5; 3) 5; 4) 7. III. 6 720P =  IV. 5 120P =  
V.  6 6! 120
1! 1! 1! 3!
P = =
× × ×
 VI.  3 35 5 125A = =  VII. 
4
15 32760A =  VIII. 
7
14 3432C =  
IX. 2182 306C× =  или 
2
18 306A =  XI. 8n =  XII. 256. XIII. 
21120a b-  XIV. 3.  
Раздел V . КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА  
Самостоятельная работа № 12 
I. 1) 8 5 ;i-  2) 3 ;i-  3) 3;-  4) 8;  5) 1 7 ;i-  6) 1 6 ;i+  7) 2 ;i  8) 2 .i-  
II. 1) 13 13 ;i+  2) 12 5 ;i+  3) 2;  4) 29 .i-  III. 1) 2 ;
3
i-  2) 3 6 ;
5
i- +  3) 11 16 ;
13
i-  
4) ;i  5) 
( )2 2
2 2
2
;
ab i a b
a b
- -
+
 6) ( )
2
2 2 .
a bi
a b
+
+
 IV. 1) ( )( );a bi a bi- +  
2) ( )( )2 3 2 3 ;a bi a bi- +  3) ( )( )3 3 ;a i a i- +  4) ( )( )2 2 2 2 .a b i a b i- +  V. 1) 
1 ;
a bi-
 2) 1 ;
a bi+
 3) 1 3;i+  4) 1 2 .x i- +  VI. 1) 1 2 ;i±  2) 2 ;i±  3) 3 .i- ±  
VII. 5 15.i±  VIII. 1) ( )3 cos sin ;ip p+  2) cos sin ;
2 2
ip pæ ö æ ö- + -ç ÷ ç ÷
è ø è ø
 
3) 2 cos sin ;
4 4
ip pæ ö+ç ÷
è ø
 4) 2 22 cos sin .
3 3
ip pæ ö+ç ÷
è ø
 IX. 1) 14 7 ;i+  2) 4;-
 3) 1.-  X. 1) 1 3 ;
2 2
i- -  2) ;i  3) 8 8 3 .i- -   
  210 
СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ ИСТОЧНИКОВ 
 
1. Алексеев В.М. Элементарная математика. Решение задач. – 
Киев: Высшая школа, 1984. – 351 с. 
2. Бабушкин Л.И. Геометрия. – М.: Изд-во "Высшая школа", 
1970. – Издание 3, стереотипное. – 280 с. 
3. Введение в язык предмета: Черчение. Математика. Химия. Фи-
зика: Учебное пособие для иностранных студентов подгото-
вит. ф-тов / И.Я. Ясницкая, А.И. Лобода, Т.А. Снегурова и др. 
Под общ. ред. И.А. Ясницкой. – 3-е изд. перераб. и доп. – 
Харьков: НТУ "ХПИ", 2007. – 160 с. 
4. Гусев В.А., Мордкович А.Г. Математика. Справочные мате-
риалы. – М.: Просвещение, 1988. – 416 с. 
5. Гусєв В.О. Збірник задач з геометрії. 5–9 класи: Навч. пос. для 
загальосв. навч. закладів / Переклад з рос. мови за ред. 
В.О. Тадєєва. – Тернопіль: Навч. книга – Богдан, 2007. – 484 с. 
6. Егерев В.К., Зайцев В.В., Кордемский Б.А. и др. Сборник задач 
по математике для поступающих во втузы / Под ред. 
А.И. Сканави. – М.: Высшая школа, 1992. – 528 с. 
7. Кутасов А.Д. и др. Пособие по математике для поступающих в 
вузы / Под ред. Г.Н. Яковлева. – М.: Наука, 1982. – 608 с. 
8. Математика: Большой справочник для школьников и посту-
пающих в вузы / Д.И. Аверьянов, П.И. Алтынов, И.И. Баврин 
и др. – 3-е изд., испр. – М.: Дрофа, 2000. – 864 с. 
9. Мерзляк А.Г., Полонский В.Б., Якир М.С. Геометрия: Учебник 
для 9 класса с углубл. изуч. математики. – Х.: Гимназия, 2009. 
– 288 с. 
10. Нелин Е.П. Геометрия в таблицах: Учебное пособие для уча-
щихся 7–11 классов. – Харьков: "Мир Детства", 2002. – 64 с. 
  211 
11. Нелин Е.П. Геометрия: двухуровн. учебник для 10 кл. общеоб-
зоват. учебн. заведений: академ. и профильн. уровни / 
Е.П. Нелин. – Х.: Гимназия, 2010. – 240 с. 
12. Роганін О.М. Математика: Кишеньковий довідник. – Х.: Веста: 
Видавництво "Ранок", 2008. – 416 с. 
13. Сборник заданий для гос. итоговой аттестации по математике. 
11 класс: В 2 кн.: Кн. 1 / М.И. Бурда, О.Я. Белянина, 
О.П. Вашуленко, Н.С. Прокопенко. – Х.: Гимназия, 2010. – 
224 с. 
14. Сборник заданий для гос. итоговой аттестации по математике. 
11 класс: В 2 кн.: Кн. 2 / М.И. Бурда, О.Я. Белянина, 
О.П. Вашуленко, Н.С. Прокопенко. – Х.: Гимназия, 2010. – 
224 с. 
15. Сборник задач и упражнений по математике: Учебное пособие 
для иностранных учащихся подготовительных отделений ву-
зов. Дорохин Д.П., Плаксенко З.Е., Бажора Г.Ф. – 2-е изд., пе-
рераб., и доп. – М.: Высшая школа, 1986. – 248 с. 
16. Сборник задач по математике для поступающих в вузы (с ре-
шениями). В двух книгах. Книга 2. Геометрия / Под ред. 
М.И. Сканави. – 9-е изд., перераб. и доп. – М.: ООО "Изда-
тельский дом "ОНИКС 21 век": ООО "Издательство "Мир и 
Образование", 2003. – 512 с. 
17. Титаренко А.М., Роганин А.Н. Форсированный курс школьной 
математики: старшекласснику и абитуриенту: Учебное посо-
бие. – Харьков: Торсинг, 2005. – 448 с. 
  212 
ОГЛАВЛЕНИЕ 
Некоторые математические знаки и обозначения ........................... 3 
ПРЕДИСЛОВИЕ ................................................................................ 4 
ВВЕДЕНИЕ В ГЕОМЕТРИЮ........................................................... 5 
Раздел I. ПЛАНИМЕТРИЯ ............................................................ 7 
1. Начала планиметрии................................................................. 10 
9.4. Точка, прямая ..................................................................... 10 
9.5. Отрезок. Луч....................................................................... 11 
9.6. Угол, измерение углов. Биссектриса угла........................ 13 
9.6.1. Виды углов ................................................................... 13 
9.6.2. Смежные и вертикальные углы ................................ 14 
9.6.3. Углы, полученные при пересечении двух прямых 
третьей прямой .......................................................... 15 
9.7. Параллельные прямые ....................................................... 16 
9.8. Перпендикулярные прямые. Перпендикуляр и на-
клонная. Серединный перпендикуляр.............................. 17 
9.9. Теорема Фалеса. Обобщенная теорема Фалеса ............... 18 
Задания для самостоятельной работы № 1 ................................. 20 
2. Треугольники.............................................................................. 21 
2.1. Треугольник и его элементы. Виды треугольников ....... 21 
2.2. Сумма углов треугольника. Внешний угол треуголь-
ника. Неравенство треугольника ...................................... 26 
2.3. Равенство треугольников .................................................. 26 
2.4. Подобие треугольников..................................................... 28 
2.5. Решение треугольников..................................................... 30 
2.5.1. Соотношения между элементами прямоугольно-
го треугольника .......................................................... 30 
2.5.2. Соотношения между элементами произвольного 
треугольника ............................................................... 32 
Задания для самостоятельной работы № 2 ................................. 34 
3. Окружность и круг .................................................................... 36 
3.1. Окружность, круг............................................................... 36 
3.2. Касательная к окружности и ее свойства......................... 38 
3.3. Вписанные и центральные углы. Углы в окружности .... 40 
  213 
3.4. Длина окружности, длина дуги окружности. Пло-
щадь круга, кругового сегмента и кругового сектора..... 42 
Задания для самостоятельной работы № 3 ................................. 44 
4. Многоугольники......................................................................... 45 
4.1. Ломаная и многоугольник. Сумма углов многоуголь-
ника ..................................................................................... 45 
4.2. Четырехугольники ............................................................. 47 
4.2.1. Параллелограмм .......................................................... 48 
4.2.2. Прямоугольник ............................................................ 49 
4.2.3. Ромб ............................................................................. 50 
4.2.4. Квадрат ....................................................................... 51 
4.2.5. Трапеция....................................................................... 52 
Задания для самостоятельной работы № 4 ................................. 55 
5. Вписанные и описанные многоугольники ............................ 57 
5.1. Вписанные и описанные многоугольники....................... 57 
5.2. Вписанные и описанные треугольники............................ 57 
5.3. Вписанные и описанные четырехугольники ................... 60 
5.4. Вписанные и описанные правильные многоугольники.. 61 
Задания для самостоятельной работы № 5 ................................. 63 
6. Площади фигур .......................................................................... 65 
6.1. Понятие площади ............................................................... 65 
6.2. Площадь треугольника ..................................................... 65 
6.3. Площадь четырехугольника.............................................. 67 
6.4. Площадь многоугольника. Площадь описанного мно-
гоугольника ........................................................................ 69 
6.5. Площадь круга и его частей .............................................. 70 
6.6. Площади подобных фигур ................................................ 71 
Задания для самостоятельной работы № 6 ................................. 73 
Раздел II. СТЕРЕОМЕТРИЯ........................................................ 76 
7. Прямые и плоскости в пространстве ..................................... 78 
7.1. Геометрические фигуры в пространстве.......................... 78 
7.1.1.Основные геометрические фигуры ............................... 78 
7.1.2.Взаимное расположение прямых в пространстве ...... 79 
7.1.3.Взаимное расположение прямой и плоскости в 
пространств................................................................... 81 
  214 
7.1.4.Взаимное расположение плоскостей в простран-
стве ................................................................................. 84 
7.2. Углы в пространстве .......................................................... 89 
Задания для самостоятельной работы № 7 ................................. 93 
8. Многогранники и тела вращения ........................................... 95 
8.1. Многогранники .................................................................. 95 
8.1.1. Призма ......................................................................... 95 
8.1.2. Параллелепипед ......................................................... 100 
8.1.3. Куб.............................................................................. 102 
8.1.4. Пирамида ................................................................... 105 
8.1.5. Правильные многогранники ..................................... 112 
Задания для самостоятельной работы № 8 ............................... 115 
8.2. Тела вращения .................................................................. 117 
8.2.1. Цилиндр...................................................................... 117 
8.2.2. Конус .......................................................................... 121 
8.2.3. Сфера и шар .............................................................. 126 
8.3. Комбинации многогранников и тел вращения .............. 132 
8.3.1. Комбинация пирамиды и конуса............................... 132 
8.3.2. Комбинация призмы и цилиндра .............................. 134 
8.3.3. Комбинация шара и призмы ..................................... 135 
8.3.4. Комбинация шара и пирамиды................................. 138 
8.3.5. Комбинация шара и цилиндра .................................. 143 
8.3.6. Комбинация шара и конуса....................................... 146 
Задания для самостоятельной работы № 9 ............................... 149 
Раздел III. ЭЛЕМЕНТЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ 
ГЕОМЕТРИИ ............................................................ 152 
9. Понятие Декартовой системы координат............................ 152 
9.1. Координатная ось ............................................................. 152 
9.2. Декартовая система координат на плоскости и в про-
странстве ........................................................................... 153 
9.3. Некоторые соотношения и линии в декартовой систе-
ме координат.......................................................................154 
10. Векторы. Операции над векторами.................................... 160 
10.1. Понятие вектора ............................................................... 160 
10.2. Коллинеарность и компланарность векторов................. 164 
  215 
10.3. Геометрические преобразования векторов на плоско-
сти и в пространстве ........................................................ 167 
10.4. Скалярное произведение векторов.................................. 170 
Задания для самостоятельной работы № 10 ............................. 174 
Раздел IV. ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ........................ 176 
11. Элементы комбинаторики. Формулы комбинаторики ... 177 
11.1. Основные правила комбинаторики................................. 177 
11.2. Перестановки .................................................................... 179 
11.3. Размещения ....................................................................... 181 
11.4. Сочетания (комбинации).................................................. 183 
11.5. Бином Ньютона................................................................. 185 
11.6. Схема решения комбинаторных задач............................ 188 
Задания для самостоятельной работы № 11.............................. 189 
Раздел V. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА ....................................... 191 
12. Комплексные числа и действия над ними ......................... 191 
12.1. Введение ........................................................................... 191 
12.2. Основные определения.................................................... 192 
12.3. Действия над комплексными числами в алгебраиче-
ской форме........................................................................ 194 
12.4. Геометрическая форма комплексного числа ................. 196 
12.5. Тригонометрическая форма комплексного числа ......... 197 
12.6. Действия над комплексными числами в тригономет-
рической форме................................................................ 199 
12.7. Формула Муавра .............................................................. 203 
Задания для самостоятельной работы № 12 ............................. 205 
Ответы на задания для самостоятельной работы ........... 207 
Список использованных источников ....................................... 210 
 
  
Навчальне видання 
 
 
ЛАПУЗІНА Олена Миколаївна 
ЛОБОДА Анатолій Іванович 
РОМАНОВА Олена Анатоліївна 
 
 
МАТЕМАТИКА: 
ГЕОМЕТРИЯ.  
ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ.  
КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 
 
Навчальний посібник 
 
 
Російською мовою 
 
 
Роботу до видання рекомендував Ю.Р. Гаврилюк 
В авторській редакції 
Оригінал-макет підготувала О.А. Романова 
 
 
 
План 2010 р., поз. 119. 
 
Підписано до друку ______.2010. Формат 60х84 1/16. Папір офсетн. 
Друк – ризографія. Гарнітура Times New Roman. Ум. друк. арк. 8,4. 
Обл.-вид. арк. 9,1. Наклад 300 прим. Зам. № _______ Ціна договірна. 
 
Видавничий центр НТУ "ХПІ".  
Свідоцтвопро державну реєстрацію ДК № 116 від 10.07.2000 р. 
61002, Харків, вул. Фрунзе, 21. 
 
Друкарня НТУ "ХПІ", 61002, Харків, вул. Фрунзе, 21 
 
